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  سخن سنجش و دانش
 هر سخن،زیبنده ستایش خالق یکتاست. اوست که بر هر نقشی، نگاري می بندد و بر هر نگاري، زیبایی. آغاز

بر هیچ عاقل و فرزانه اي پوشیده نیست که  موتور پیشرفت و سربلندي هر کشوري بسته به علم و دانش است و طبق فرموده مقام 
  واهد، اگر پیشرفت می خواهد باید دانشگاه خود را تقویت کند. معظم رهبري: اگر ملتی استقلال می خواهد ، اگر عزت می خ

در این راستا، انتشارات سنجش و دانش( جامع ترین مرکز آموزش مکاتبه اي کشور) مفتخر است که  سالهاي متمادي در جهت  
ین دکترا ، فعالیت می خدمت به جامعه علمی کشور و بخصوص داوطلبان مقاطع کاردانی به کارشناسی ، کارشناسی ارشد و همچن

  کند.
در این مسیر پر پیچ و خم علم آموزي و پیشرفت، یکی از مشکلاتی که همواره دانشجویان با آن مواجه هستند، از یک طرف  

گستردگی و پراکندگی منابع مطالعاتی و از طرف دیگر  کمبود زمان آزمون کنکور ، جهت پاسخگویی به سوالات است. تا کنون 
بهاي گوناگونی در جهت رفع این مشکلات به بازار عرضه شده اما باز با این حال، پاسخ گوي نیاز خیلی از داوطلبان جزوات و کتا

نیست، چرا که بعضاً  یا خیلی خلاصه و گزیده است یا این که  در تشریح مسائل و پاسخ گویی به سوالات از سیستمی استفاده شده 
با توجه به زمان محدود آزمون کنکور، عملاً سر جلسه امتحان قابل استفاده نمی باشد. به این که با وجود کامل و جامع بودن اکثراً 

معنا که داوطلب هر چند تسلط کامل به مطالب درسی دارد اما این مطالب در ذهن او از  آنچنان انسجام  و هماهنگی لازم 
د لذا داوطلب در پاسخ گویی به سوالات دچار کمبود وقت برخوردار نیست که داوطلب بتواند در یک زمان کم به جواب سوال برس

  گردیده و عملاً نمی تواند به تمام سوالات آنگونه که از خود انتظار دارد جواب دهد. 
انتشارات سنجش و دانش با توجه به این دو مسئله مهم( یکی گستردگی منابع و دیگري زمان کم پاسخ گویی به سوالات کنکور) بر 

استفاده از تجربه و علم اساتید مجرب و کارآزموده ، به تولید و انتشار کتبی بپردازد که عین خلاصه و موجز بودن کامل  آن شد تا با
و جامع نیز باشد ، کما این که سعی گردیده  در تشریح مسائل از یک سیستم  جدید و راهکار میانبري استفاده شود که بدین  

  ور نیز مرتفع گردد. وسیله مشکل کمبود زمان در جلسه کنک
نیاز به استفاده از یک سیستم جدید به این دلیل است که توان پاسخ گویی به سوالات کنکور جداي از  نیاز به بار علمی، نیازمند 
یک مهارت و شیوه خاص در تست زنی نیز می باشد. لذا در این خصوص سعی شده مطالب کتاب به گونه اي طرح ریزي و تألیف 

  وطلب خود به خود علاوه بر یاد گیري مطالب  به مهارت تست زنی نیز دست پیدا کند.شود که ، دا
ري و قدر دانی را داریم و امید داریم توانسته باشیم آنچه را که شایسته و برازنده یک زادر آخر از مخاطبین محترم این کتاب نهایت سپاسگ

عزیز و اساتید محترم نیز تقاضامندیم ما را از نقطه نظرات و پیشنهادات خود بی دانشجوي ایرانی است ارائه کرده باشیم.  از دانشجویان 
  بهره نگذارند  چرا که تنها افتخار و دست آویز ما نگاه صمیمانه و رضایت بخش شماست.

  به امید پیروزي و سربلندي در تمامی عرصه هاي زندگی 
azmoon@gmail.comerror.  

  تلفن 021- 6126
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  ها فصل اول: حساب گزاره
  نامیم. در یک استدلال هر یک از عبارات استفاده شده براي رسیدن به نتیجه را فرض یا مقدم و عبارت آخر را نتیجه یا تالس می تعریف:

  * یک استدلال زمانی معتبر است که اگر فرضهاي آن درست باشد نتیجه درست است.  
  نامیم. توانند هم درست باشند هم دروغ. چنین جملاتی را گزاره می * جملات یا راست هستند یا دروغ ولی هرگز نمی

  اي که دروغ نیست، پس راست است و برعکس. قاعده طرد شق ثالث گزاره
  یک جمله خبري است که یا راست است یا دروغ ولی نه هر دو. گزاره:

  ن را در یک سیستم ریاضی بتوان ثابت کرد.اي که راست بودن آ گزاره قضیه:

  هاي قبلی (حروف پیوندي مبنا): هاي جدید از روي گزاره تشکیل گزاره
  زمانی راست است که هر دو راست باشد.»: ∧«، »عطف«، »و«حرف پیوندي  -
  ها راست باشد. است است که یکی از گزارهزمانی ر»: ∨«، »فصل«، »یا«حروف پیوندي  -
  کند. ها: ارزش گزاره اول را نفی می ، یا نفی یک گزاره»~«نقیض  -
  ها روشی براي تجزیه و تحلیل ارزشهاي گزاره جدول درستی: -

  ترکیب داریم. n2اي مبنا داشته باشیم  در نوشتن جدول درستی اگر گزاره نکته:

  ارزیابی: مراحل

  ترین پرانتز داخلی -1
  عمل -2
  ∨و  ∧عمل  -3

  هاي مبناي تشکیل دهنده آنها همواره راست باشد. ارزش درستی گزاره گزاره راستگو:

هاي مبناي تشکیل دهنده آنها مقـادیر   دو گزاره را به طور منطقی هم ارز گوییم اگر به ازاي هر ترکیب همسان از ارزش گزاره نکته:

pهاي ساده جایگزین کرد)  هاي پیچیده را با گزاره توان گزاره ارز می هاي هم  درستی داشته باشد. (با گزاره q=  

pهاي شرطی ( گزاره q→:(  ي  گزارهp  را مقدم وq نامیم  و این گزاره زمانی نادرست است که مقدم درست ولی تالی  را تالی می

  نادرست باشد.
p  قضیه: q ~ p q ~ q ~ p(p ~ q)→ ≡ ∨ ≡ → ∧  

  تعاریف شرطی:

  qآنگاه  pاگر 
 q اگرp  
p  اگرq  
p  شرط کافی برايq .است  
q  شرط لازم برايp .است  

http://www.SANJESH.IR
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pاگر  تعریف: q→ ي  ي شرطی باشد، گزاره گزاره~ p ~ q→    ،را عکـس نقـیضq p→   را عکـس و~ q ~ p→  را وارون آن

  نامند. گزاره می
  ها: خواص گزاره

q  جایی جابه p p q , q p p q∨ ≡ ∨ ∧ ≡ ∧  
p)ري پذی شرکت q) r p (q r),(p q) r p (q r)∨ ∨ ≡ ∨ ∨ ∧ ∧ ≡ ∧ ∧  

~قانون دمورگان: p ~ q ~ (p q)...;~ p ~ q (p q)∧ ≡ ∨ ∨ ≡ ∧:  
p  خودتوانی: p p;p p p≡ ∨ ≡ ∧  

p)پذیري: پخش q) (p r) p (q r);(p q) (p r) p (q r)∧ ∨ ∧ ≡ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ≡ ∨ ∧  
Tهمانی:  p T , p p F , P P ^ T , F P ^ F≡ ∨ ≡ ∨ ≡ ≡  

T  متمم: P ~ P , F P ^ ~ P≡ ∨ ≡  
~~نقیض دوگانه: p p≡  

pجذبی: p (p ^ q)≡ ∨  
pگزاره دوشرطی ( q↔:(    اگر ارزش دو گزاره متشکل دهنده آن یکسان باشد آنگاه ارزش آن درست است و بدین صـورت بیـان

  qاگر و تنها اگر   pشود:  می

p q (p q) (q p)↔ ≡ → ∧ →  
~ p ~ q ~ (p q)∨ ≡ ∧  

  روشهاي اثبات:

q  ازnp ;...p ...p2 n(pیک راستگو باشد  →شود  نتیجه می 1 q ... p ) q1 2∧ ∧ ∧   (بنابراین): ├نماد  →
 q   ├np ;p ,p ...p1 2 3  

  باشد. نتیجه می qها و مفروضات گزاره و  مقدم p1* در گزاره فوق 
  باشد.  ي فوق در کل یک استنتاج می * مجموعه

  چند قاعده مهم استنتاج:

pقیاس فصلی: q∨├p  
p├p قیاس تخصیصی: q∧  

pقیاس عطفی: q∧├p,q  

q├p;pقیاس استنتاجی: q→  
pقیاس تعدي: r→├p q;q r→ →  
~  قیاس عکس: p├p q;~ q→  

  باشد. هاي آن راست ولی تالی آن دروغ می هاي مقدم استدلال غلط؛ استدلالی است که براي بعضی از حالات
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  اثبات غیرمستقیم:

  ارز است. منطقی با عکس نقیض آن همیک استلزام 

p q ~ q ~ p→ = →  
p)باشد. راستگو می فوقي  بنابراین گزاره q) (~ q ~ p)→ ↔ →  

pبه جاي آن که ثابت کنیم  q→ کنـیم کـه    باشد، فرض می به طور مستقیم درست میq    دهـیم کـه در    دروغ اسـت و نشـان مـی
  نیز دروغ است. pر صورت اخی

  ي برهان خلف: اثبات به وسیله

  ي راستگوي و یا قیاس بنا شده است. این روش بر پایه

[ ](p q) ~ q ~ p→ ∧ →  
~ p├p q,~ q→  

  باید دروغ باشد.    pمنجر شود آنگاه خود  qي دروغ  به گزاره pي  در نتیجه اگر گزاره
  نظر از مقادیر متغیرهاي ظاهر شده در آن همواره دروغ است.   اي که ارزش آن صرف گزاره تناقض:

  باشد. اي که به یک تناقض منجر شود دروغ می در نتیجه هر گزاره  نکته:

~ها راست و  ipي  اگر همه نکته: q دروغ باشد در نتیجهp ت است. (برهان خلف)راس  

  عبارتی است که اگر مقادیر متغیرهاي به کار رفته در آن مشخص شود به گزاره تبدیل شود. نما: گزاره

  شود. متغیر باشد مکانی نامیده می nمکانی و اگر شامل  - 2مکانی، شامل دو متغیر باشد.  - 1گزاره نمایی که تنها شامل یک متغیر باشد.  - 
  شود. نما شود جهان نامیده می تواند جایگزین یک متغیر موجود در گزاره می مجموعه مقادیري که -
  تایی موجود باشد که آن را ارضا کند.nمکانی را ارضا شدنی می گوییم هرگاه یک  -nنماي  یک گزاره -
  نماي مزبور را معتبر خواهیم گفت. ها موجب ارضاي آن شوند گزاره تاییnاگر تمامی  -
  نما را هم ارز می گوییم هرگاه به ازاي کلیه مقادیر ممکن از متغیرهایشان ارزش درستی یکسان داشته باشند. دو گزاره - 

(X) (X)X Y←→ .هم ارز معتبر است  

  سورها

 aي مقادیر  بور به ازاي همهبستگی ندارد. بلکه وابسته به این است که عبارت مز  bو  aاي از  به مقادیر ویژه سور جهانی (عمومی):

  راست است. bو 
(a)منسوب شود راست است:  aنما به ازاي هر مقداري که به متغیر  گزاره (a)R∀  

  ي راست تبدیل کرد.   توان با انتخاب مقدار مناسبی براي متغیر یاد شده به یک گزاره نما که می متغیري در یک گزاره سور وجودي:

(a) (a)R∃  

Xp(x)∀  تمامی مقادیر از جهان متغیرX نماي  گزارهp کند. (جهانی) را ارضا می  

xp(x)∃  لااقل یک مقدار از جهان متغیرx  وجود دارد کهp  (وجودي) .را ارضا کند  
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  هاي سوردار: نقیض گزاره

]  ترکیب فصلی ←سورهاي وجودي  - ]x ~ p(x) ~ xp(x)∃ ≡ ∀  

]  ترکیب عطفی ←سورهاي عمومی  -  ]x ~ p(x) ~ xp(x)∀ ≡ ∃  
  ها شامل سور و متغیر نیست. نماهاست که در آن هیچ کدام از گزاره حالت خاصی از منطق گزاره اي: منطق گزاره -

  ه مهم استنتاج:چهار قاعد

x  تعمیم وجودي p(x)∃├p(a)  

  xp(x)∀├p(a)  تعمیم جهانی

- a  یک ویژه از یک جهان متغیرx اي که  به گونهp .را ارضا کند  
  ∀p(a)├xp(x)اي  جهان لحظه

- a  هر عضوي از جهان متغیرx تواند باشد. می  
  هاي عطفی و فصلی در گزاره نماها اعمال سورها برروي ترکیب

[ ]xp(x) xQ(x) x p(x) Q(x)∀ ∧∀ ≡ ∀ ∧  

[ ]xp(x) xQ(x) x p(x) Q(x)∃ ∧∃ ≡ ∃ ∧  

[ ]x p(x) Q(x)∃ ∨├xp(x) xQ(x)∀ ∨ ∀  
xp(x) xp(x)∃ ∧ ∃├[ ]x p(x) xQ(x)∃ ∧  

  باشد. اي که شامل متغیر  نمی و اما گزاره

[ ] [ ]x p(x) Q x p(x) Q∀ ∨ ≡ ∀ ∧  
  استقراي ریاضی

  دهد. ي استنتاجی را در اختیار ما قرار می اصل استقراي ریاضی قاعده

np(n)∀├[p( ), x p(k) p(k )∀ → +1 1  
1- p(   راست است. 1(
2- k 1∀ p(kو p(k)و  ≤   دهد.  را نتیجه می +1(
3- p(x)  راست وp(k)  وk n∀ p(kدهد  نتیجه می ≤   را. +1(
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  مطالب تکمیلی فصل اول
  منطق ریاضی

شود. در منطـق صـحبت    گفته می» منطق«قواعدي که به کمک آنها بتوان اعتبار یک استدلال را مشخص نمود   به مجموعۀ منطق:

شـوند   اي از اعداد تعریـف مـی   باشند. در جبر عادي، متغیرها روي دامنه ) میFalse) و یا نادرست (Trueاز مطالبی است که درست (

}شان مجموعۀ  ولی در منطق، متغیرها دامنه }F,T باشد که مخفف کلمات  میTrue  وFalse .هستند  
ها معمولاً با حروف بـزرگ انگلیسـی    گزارهشود.  اي خبري که بتوان به آن ارزش درست یا نادرست داد گزاره نامیده می جمله گزاره:

  شود. اي) گفته می (متغیر گزاره» گزاره نما«شوند و به آنها  نشان داده می F,Tبجز 
  ها جبر گزاره

  باشد. Fیا  Tهاي کوچکتر نبوده و خود مستقلاً داراي ارزش  اي که قابل تجزیه به گزاره گزاره گزارة ساده:

  اند. با هم ترکیب شده» رابطهاي منطقی«شود که با  ساده تشکیل می  رةاز دو یا چند گزا گزارة مرکب:

کنند و بعضی بین دو یا  باشند  که برخی بر روي یک گزاره عمل می اي از عملگرها می مجموعه رابط منطقی (لفظ پیوند دهنده):

  نمایند. بدست آمده، تعیین می را براي ترکیب  Fیا  Tبودن هر گزاره، حاصل  Fیا  Tچند گزاره واقع شده و بسته به 
  باشند: این روابط به شرح زیر می  عمدة

  نماید. کند و ارزش آن را معکوس می این رابط برروي یک گزاره عمل می ):NOT - ¬( ضیقن -1

خواهـد داشـت کـه همـۀ      Tکند و تنها در صورتی حاصل ارزش  برروي دو یا چند گزاره عمل می ):AND -∧ترکیب عطفی ( -2

  داشته باشند. Tها ارزش  گزاره

باشد کـه گـزارة سـمت چـپ      می Fکند و تنها در صورتی حاصل  به روي دو یا چند گزاره عمل می ):OR -∨ترکیب فصلی ( -3

  باشد. Fسمت راست (تالی)، و گزارة  F (مقدم)،
 Tدارد که دو گـزاره ارزش یکسـان (   Tکند و حاصل تنها در صورتی ارزش  برروي دو گزاره عمل می ):↔ترکیب دو شرطی ( -5

  ) داشته باشند.Fیا 
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  جدول. ترکیب عطفی    جدول. نقیض

P¬  p    P Q∧  Q P 

F T    T T T 
T F    F F T 

    F T F 

    F F F  

 جدول. ترکیب شرطی    فصلیجدول. ترکیب 

P Q∨  Q P    P Q→  Q P  
T T T   T T T 
T  F T   F F T 

T  T F   T T F 

F  F F   T F F 

  
  جدول. ترکیب دو شرطی.

P Q↔  Q P  
T T T 
F F T 
F T F 
T F F 

  
  کند. ها، رابطهاي منطقی و قوانینی که در مورد آنها صدق می : عبارت است از مجموعۀ گزارهها جبر گزاره

  )Truth–جدول درستی (صحت 
هـاي سـاده و رابطهـاي     اي مرکب از گـزاره  گزارههاي ساده، ارزش  هاي مختلف و ممکن گزاره جدولی است که در آن براساس ترکیب

  باشد. اي از جدول درستی یک گزارة مرکب می گردد. جدول زیر نمونه منطقی تعیین می
  

P)جدول. جدول درستی گزارة مرکب  Q) P∨ ∨ ¬  

(P Q) P∨ ∨ ¬  P¬  P Q∨  Q P  
T F T T T 
T F T F T 
T T T T F 
T T F F F 
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  ها اولویت (تقدم) رابط

  ها در یک گزارة مرکب به ترتیب زیر است: اولویت رابط
  (نقیض) ¬ -1
  (ترکیب عطفی) ∧ -2
  (ترکیب فصلی) ∨ -3
  (ترکیب شرطی) → -4
  (ترکیب دوشرطی) ↔ -5

ترین پرانتـز داراي بـالاترین اولویـت اسـت و نیـز بـین رابطهـاي هـم اولویـت سـمت            در صورت وجود پرانتز در گزارة مرکب، داخلی
  ترین رابط در گزارة مرکب داراي اولویت بالاتر است. چپ

  )Well – Formedخوش ساخت ( هاي فرمول
  گردد: ) با استفاده از قوانین زیر تعیین میwffیک فرمول خوش ساخت (

  باشد. می  wffاي) به تنهایی یک  الف) یک گزاره نما (متغیر گزاره
  خواهد بود. wffنیز یک  A¬باشد،  wffیک  Aب) اگر 
A)و  (A ^ B)باشند، آنگاه   wffهر دو  A,Bج) اگر  B)∨ و(A B)→  و نیز(A B)↔  نیزwff      خواهند بـود (گـاهی پرانتزهـا

  شوند). براي سادگی حذف می
  می باشد.   wffته شده باشد یک ها و رابطهاي منطقی که تنها با قانونهاي (الف) و (ب) و (ج) ساخ اي از گزاره د) هر رشته

P)بعنوان مثال گزارة  Q) ( Q)→ → P)باشد ولی  نمی wffیک  ∧ (Q R))∧   است. wffیک  →
  )Tautologyگزارة همیشه درست (

» همیشـه درسـت   گـزارة «همواره درست باشد یـک    هاي ساده تشکیل دهنده، یک گزارة مرکب که ارزش آن مستقل از ارزش گزاره
  دهد. اي از جدول درستی یک گزارة همیشه درست را نشان می شود. جدول نمونه (تاتالوژي) گفته می

Aدو گزارة همیشه درست باشند،  Bو  A: اگر قضیه B∧.نیز یک گزارة همیشه درست است  

هاي ساده یک گزارة دیگر (اعم از سـاده یـا مرکـب) جـایگزین شـود       در یک گزارة همیشه درست، اگر به جاي یکی از گزاره قضیه:

  گزارة بدست آمده کماکان یک گزارة همیشه درست خواهد بود.
Pبعنوان نمونه در گزارة مرکب همیشه درست  Q Q P∨ ↔ R، گـزارة  Pاگر به جاي گزارة ساده ∨ S→    جـایگزین شـود، گـزارة  

R)حاصل یعنی  S) Q Q (R S)→ ∨ ↔ ∨ →  
  نیز یک گزارة همیشه درست است.

  توان براي بیش از یک متغیر نیز انجام داد مشروط به اینکه جایگزینی بصورت همزمان صورت گیرد. عمل جایگزینی را می نکته:

  ) نیز وجود دارد.Contradictionزارة همیشه نادرست (در مقابل یک گزارة همیشه راست، گ
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  هم ارزي

هاي سـاده تشـکیل دهنـدة     شوند، اگر به ازاي کلیه حالات ارزشی ممکن گزاره هم ارز نامیده می Bو  Aدو گزارة  هم ارز:  دو گزارة
Aبصـورت   Bو  Aآنها، ارزش یکسان داشته باشند (ستون آخر جدول درستی آنها یکسان باشـد). هـم ارز بـودن دو گـزارة      B⇔ 

  شود. نمایش داده می
Aشود که ترکیب دو شرطی  عث میبا Bو  Aیکسان بودن ارزش  B↔ توان گفت  همواره درست باشد، پس میA  وB   زمانی هـم

Aباشند که  ارز می B↔   .یک گزارة همیشه درست باشد  
Aاگر  قضیه: B⇔  وB C⇔  باشند آنگاهA C⇔.خواهد بود  
  ، معادل هر یک را قرار داد.Bو یا  A، بجاي یک یا چند بار تکرار Pتوان در گزارة مرکبی مانند  هم ارز باشند، می Bو  Aهاي  اگر گزاره نکته:

  دهد: هاي مرکب هم ارز مهم را نشان می جدول زیر گزاره
  هاي هم ارز مهم جدول. گزاره

  گروه دو  گروه یک  توضیح
  P P P∧ ⇔  P P P∨ ⇔  

P)  شرکت پذیري  Q) R P (Q R)∧ ∧ ⇔ ∧ ∧  (P Q) R P (Q R)∨ ∨ ⇔ ∨ ∨  
P  جابجایی Q Q P∧ ⇔ ∧  P Q Q P∨ ⇔ ∨  

P  توزیع پذیري (Q R) (P Q) (P R)∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧  P (Q R) (P Q) (P R)∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨  
P  عضو خنثی T P∧ ⇔  P F P∨ ⇔  

P  عضو صفر  F F∧ ⇔  P T T∨ ⇔  
P  عضو وارون P F¬ ∧ ⇔  P P T¬ ∨ ⇔  

  P (P Q) P∧ ∨ ⇔  P (P Q) P∨ ∧ ⇔  
P)  دمورگان Q) P Q¬ ∧ ⇔ ¬ ∨  (P Q) P Q¬ ∨ ⇔ ¬ ∧  

  (P Q) Q P→ ⇔ → ¬  P Q P Q→ ⇔ ¬ →  
توان با استفاده از روابط هم ارز و جایگزینی در  ها ممکن نیست، می از آنجا که همواره رسم جدول درستی در حالت تعداد زیاد گزاره

  هم ارز یک گزارة مرکب را بدست آورد. بعنوان مثال دو رابطۀ: هاي منطقی، فرمول
P (Q R)→ →  

P)  و Q) R∧ →  
  هم ارزند زیرا:

P (Q R) P ( Q R)→ → ⇔ → ¬ ∨  
P ( Q R)⇔ ¬ ∨ ¬ ∨  

( P Q) R⇔ ¬ ∨ ¬ ∨  
(P Q) R⇔ ¬ ∧ ∨  

(P Q) R⇔ ∧ →  
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  ) Duality–دوگانی (همزادي 

بدسـت مـی آینـد،     ¬و  ∨و  ∧از سـه رابطـۀ    ↔و  →دوگان یکدیگرند و از آنجا که همه روابـط از جملـه   ∨و  ∧دو رابطۀ 
  توان براساس سه رابطۀ فوق بیان نمود. تعریف دوگانی را می

 Fبـه   Tو برعکس و نیز ثابتهاي  ∨به ∧شوند،  اگر هر یک بتوانند از تبدیل رابطه هاي  دو گزاره دوگان یکدیگر نامیده می دوگان:
Aبا  Aو برعکس بدست آیند. دوگان گزارة    شود. بعنوان مثال دوگان گزاره:   نمایش داده می *

(P Q) (P (Q S)) F¬ ∨ ∧ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨  
P)  برابر است با: Q) (P (Q S)) T¬ ∧ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬ ∧  

Aو  Aاگر دو گزارة  قضیه: nPهمزاد یکدیگر باشند و  * ,..., P ,P2 Aو  Aهاي بکار رفته در  گزاره 1   باشند آنگاه: *

n nA(P , P ,..., P ) A *( P , P ,..., P )1 2 1 2¬ ⇔ ¬ ¬ ¬  

n nA( P , P ,..., P ) A *(P , P ,..., P )1 2 1 2¬ ¬ ¬ ⇔ ¬  
Aاگر  قضیه: B⇔  باشد آنگاه روابطA* B*⇔  وA* B*¬ ⇔   نیز برقرار خواهند بود.¬

  استلزام منطقی

Aشود اگر  نامیده می  B، مستلزم گزارة Aگزارة  استلزام منطقی: B→         و تنها اگـر یـک گـزارة همیشـه درسـت باشـد بصـورت
A B⇒  شود. مینمایش داده  

Aرابط منطقی نیستند و در نتیجه عبارات  ⇒و  ⇔علائم  نکته: B⇔  وA B⇒ باشند. مرکب نمی  گزارة  
Aبراي اثبات اینکه  B→ ) یک گزارة همیشه درست استA B⇒توان بـه گـزارة    ) میA   (مقـدم) ارزشT    نسـبت داد و اثبـات

را نسبت داد و اثبات نمـود کـه منجـر     F(تالی) ارزش  Bگردد و یا به گزارة  (تالی) می Bشدن ارزش  Tنمود که این نسبت منجر به 
  گردد. (مقدم) می Aشدن ارزش  Fبه 

Aبراي اثبات  نکته: B⇔توان  میA B⇒  وB A⇒  را بررسی نمود و در صورت برقراري آنها دو گزارهA  وB  .هم ارزند  
  هاي همیشه درست شرطی مهم عبارتند از:  گزاره

P Q P∧ ⇒  
P Q Q∧ ⇒  
P P Q⇒ ∨  

P P Q¬ ⇒ →  
Q P Q⇒ →  

(P Q) P¬ → ⇒  
(P Q) Q¬ → ⇒ ¬  

P (P q) Q∧ → ⇒  
Q (P Q) P¬ ∧ → ⇒ ¬  
P (P Q) Q¬ ∧ ∨ ⇒  

(P Q) (Q R) P R→ ∧ → ⇒ →  
(P Q) (P R) (Q R) R∨ ∧ → ∧ → ⇒  
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Aیک گزارة همیشه درست باشد و   Aاگر قضیه:  B⇒  برقرار باشد، آنگاهB  .نیز یک گزارة همیشه درست است  

Aاگر قضیه:  B⇒  وB C⇒  آنگاهCΑ ⇒  

Aاگر قضیه:  B⇒  وA C⇒  آنگاهA (B C)⇒ ∧  

nHاگر  قضیه: ,..., H , H2 n(H  باشند یعنی: Qمستلزم   Pو  1 H ... H P) Q1 2∧ ∧ ∧ ∧ ⇒  

nHآنگاه  ,..., H , H2 Pمستلزم  1 Q→   :خواهند بود یعنی  

  n(H H ... H P Q1 2∧ ∧ ∧ ) ⇒ →  
  هاي منطقی کامل مجموعه رابط

مجموعـۀ کامـل از   «هاي دلخـواه را بتـوان بـا اسـتفاده از آنهـا بیـان نمـود.         هاي منطقی که تمام عبارات و گزاره اي از رابط مجموعه
توان هـر فرمـول دلخـواهی را بصـورت      شوند به عبارت دیگر می نامیده می» مجموعۀ رابطهاي منطقی کامل«و یا » هاي منطقی رابط

Pهاي منطقی مذکور بکار رفته باشد. بعنـوان مثـال گـزارة     آن تنها رابط فرمولی هم ارز آن نوشت که در Q↔    را بصـورتهاي زیـر
  توان نوشت: می

{ }P Q (P Q) (Q P) , ,↔ ⇔ → ∧ → → ← ∧  

{ }( P Q) ( Q P) , ,⇔ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬ ∨ ∧  

{ }( (P Q)) ( (Q P)) ,⇔ ¬ ∧ ¬ ∧ ¬ ∧ ¬ ¬ ∧  

}هاي  مجموعه },¬ }و  ∧ },¬ }هـاي   هـاي منطقـی هسـتند ولـی مجموعـه      هاي کامـل از رابـط   مجموعه ∨ } { } { } { }, , , ,∨ ∧ ∧ ∨ ¬ 
  هاي کامل نیستند. مجموعه

NANDرابط منطقی  (   است:  NOTو  AND: این رابط، ترکیبی از دو رابط ↑(

P Q (P Q)↑ ⇒ ¬ ∧  
  است: NOTو  OR): این رابط، ترکیبی از دو رابط ↓( NOR رابط منطقی

P Q (P Q)↓ ⇔ ¬ ∨  
}هاي  نکته: مجموعه }و  ↑{   هاي کامل هستند. نیز مجموعه ↓{

هاي منطقی یـک مجموعـۀ کامـل را     هاي منطقی کافی است با استفاده از آنها بتوان رابط اي از رابط براي اثبات کامل بودن مجموعه
  شوند. د ایجاد میکه رابطهاي یک مجموعۀ کامل هستن ∨و  ¬،  ↑ساخت. با استفاده از رابط 

P P P↑ ⇔ ¬  
P Q P Q
P P

¬ ↑ ¬ ⇔ ∨

¬ ↑¬ ϕ⇔ ∨ ϕ
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  هاي نرمال فرمول

(Disjunctive Normal Form) DNFنیـز   ∑ها بیان شده باشد که با استفاده از : هم ارز یک فرمول که بصورت مجموع حاصل ضرب
  شود. نمایش داده می

(Conjunctive Normal Form) CNFها بیان شده باشد کـه بـا اسـتفاده از     : هم ارز یک فرمول که بصورت حاصل ضرب مجموع∏ 
  شود. نیز نمایش داده می

ت ): ترکیب عطفی متغیرهاي دلخواه (گزاره نماها) که در آن  متغیر تنها یک بار یا به صورت اصلی و یـا بـه صـور   Mintermمینترم (
  شوند.) نمایش داده می mشود (مینترمها با  نفی ظاهر شده باشد مینترم نامیده می

نماها) که در آن هر متغیر تنها یک بار یا به صورت اصلی و یا بصـورت   ): ترکیب فصلی متغیرهاي دلخواه (گزارهMaxtermماکسترم (
  شوند.) داده مینمایش  Mشود (ماکسترمها با  نفی ظاهر شده باشد ماکسترم نامیده می

  را نشان می دهد. Rو  Qو  Pجدول زیر کلیۀ مینترمها و ماکسترمهاي ممکن توسط سه متغیر 
  

  .Rو  P ،Qجدول. مینترمها و ماکسترمهاي قابل تولید با سه متغیر 

P Q R∨ ∨  Mo  P Q R¬ ∧ ¬ ∧ ¬  mo  
P Q R∨ ∨ ¬  M1  P Q R¬ ∧ ¬ ∧  m1  
P Q R∨ ¬ ∨  M 2  P Q R¬ ∧ ∧ ¬  m2  

P Q R∨ ¬ ∨ ¬  M 3  P Q R¬ ∧ ∧  m3  
P Q R¬ ∨ ∨  M 4  P Q R∧ ¬ ∧ ¬  m4  

P Q R¬ ∨ ∨ ¬  M 5  P Q R∧ ¬ ∧  m5  
P Q R¬ ∨ ¬ ∨  M 6  P Q R∧ ∧ ¬  m6  

P Q R¬ ∨ ¬ ∨ ¬  M 7  P Q R∧ ∧  m7  
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PDNF.هم ارز یک فرمول که بصورت مجموع مینترمها بیان شده باشد :  
PCNF.هم ارز یک فرمول که بصورت حاصل ضرب ماکسترمها بیان شده باشد :  

  CNFو  DNFروش بدست آوردن 

  آید: یک گزاره (فرمول) بدست می CNFو  DNFدر مراحل زیر 
,الفاظ بجز   الف) همۀ ,¬ ∨ ,شوند (به ترکیبی از  حذف می ∧ ,¬ ∨   شوند). تبدیل می∧

  شود. فقط به متغیرها منتسب می ¬ظاهر شده باشد با استفاده از قوانین دمورگان،  ¬ب) اگر بخشی از فرمول بصورت نفی 
آنرا بـه مجمـوع حاصـل     ∨و  ∧ها بیان شده باشد با استفاده از توزیع پذیري  ج) اگر بخشی از فرمول بصورت حاصلضرب مجموع 

  ).CNFشود ( ها تبدیل می ضربها بود به حاصل ضرب مجموع موع حاصل) و اگر بصورت مجDNFکنیم ( ها تبدیل می ضرب
Pبعنوان مثال فرمول  (P Q)∧   گردد: تبدیل می  DNFبصورت زیر به  →

P (P Q) P ( P Q) (P P) (P Q)∧ → ⇔ ∧ ¬ ∨ ⇔ ∧ ¬ → ¬ ∧  
P)و یا فرمول Q) (P Q)¬ ∨ ⇔   شود: تبدیل می  CNFبصورت زیر به  ∧

(P Q) (P Q) ( (P Q) (P Q)) ((P Q) (P Q))¬ ∨ ⇔ ∧ ⇔ ¬ ∨ → ∧ ∧ ∧ → ∨  
((P Q) (P Q)) ( (P Q) (P Q))⇔ ∨ ∨ ∧ ∧ ¬ ∧ ∨ ¬ ∨  
(P Q P) (P Q Q) ( P Q P) ( P Q Q)⇔ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨ ¬ ∨ ¬  
(P Q) (P Q) ( P Q) ( P Q)⇔ ∨ ∧ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬ ∧ ¬ ∨ ¬  
(P Q) ( P Q)⇔ ∨ ∧ ¬ ∨ ¬  

  خواص مینترمها و ماکسترمها
  باشند: مینترمها و ماکسترمها داراي خواص زیر می

  متمایز از یکدیگرند. -1
  باشد. می Fو ماکسترم فقط به ازاي یک ترکیب داراي ارزش  Tهر مینترم تنها به ازاي یک ترکیب داراي ارزش  -2

  مینترم و یا ماکسترم موجود است. n2تعداد متغیرها، باشد   nاگر  -3

nm ,m ,...,m =1 2 1oیاnM , M ,..., M =1 2
1o  

  باشد. نشان دهندة ماکسترمها می  Fدر جدول درستی نشان دهندة مینترمها و درایه  Tدرایه  -4
  مینترمها و ماکسترمها دوگان یکدیگرند. -5

وجود دارند بعنوان نمونه اگر یـک فرمـول    PDNFدر  Mموجود نیست، قطعاً بعنوان اندیسهاي  PCNFکه در  mنکته: اندیسهایی از 
  با سه متغیر را بتوان بصورت:

( , , ) m m m1 6 71 6 7 ⇔ ∨ ∨∑  
  رمول قابل ارائه بصورت:بیان کرد، همین ف

( , , , , ) M M M M M2 3 4 52 3 4 5 = ∧ ∧ ∧ ∧∏ oo  
  است. PDNFباشد که همان صورت  می
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  هاي فصل اول تست
P)اي  براي فرمول گزاره -1 Q) (P Q) (P ~ Q)↔ ↔ ∧ ∨ هـا   ) و حاصل ضرب ماکسـترم PDNFها ( مجموع مینترم ∧
)PCNFچیست؟ (    

1 (( , , , )1 2 3∏ o  وPDNF .2  وجود ندارد (( , , , )1 2 3∑ o  وPCNF .وجود ندارد  

3 (( )( , ) ,=∑ ∏0 2 1 3    4 (( , )2∑ o  و( , )1 3∏  
    ها ..........   در منطق گزاره -2

  ) یک قضیه نیست.tautology) هر گزاره راستگو (1
  است و بالعکس.) tautology) هر قضیه یک گزاره راستگو (2
  ) نیست.tautology)  هر قضیه یک گزاره راستگو (3
  توان گفت. ) در مورد راستگویی یک قضیه چیزي نمی4

}فرض کنید  -3 }h : p ,1→ o  یک تابع ارزش باشد. وA اي باشد که  گزارهh(A)   . در این صورت:=1

1 (A .2    همیشه صادق است (A   همیشه صادق نیست. ~
3 (~ A .توان چیزي درباره  ) نمی4    همیشه صادق است~ A .گفت  

~گزاره -4 (p ~ p)→..........    

~) با 4  ) همیشه کاذب است.3  معادل است. p) با 2  ) همیشه صادق است.1 p .معادل است  
~) فرمول CNFصورت نرمال عطفی ( -5 (p q)↔ . ......... :عبارتست از    

1 (~ ((p q) (q p))→ ∧ →    2 (~ p q∧  
3 ((p q) (~ p ~ q)→ ∧ →    4 ((p q) (~ p ~ q)∨ ∧ ∨  

}هاي  مجموعه گزاره -6 }p p ,p p ,p p ,p p1 1 2 2 3 3→ → → →o o    

  ) سازگار نیست.1
  دارد. p3و  p2و  p1هاي  ) بستگی به صدق یا کذب اتم2
  ) سازگار است.3
  ارد.دpo)  بستگی به صدق یا کذب اتم 4

]علامت  -7 ]p x / t  یعنی در فرمولp در صورت امکان، ترم ،t   را به جاي متغیـرx      جانشـین کنیـد. در ایـن صـورت
[ ]( x(y x)) y / x∃     عبارتست از: >

1 (x(y x)∃ <  2 (x(x x)∃ <  3 (y(x y)∀ <  4 (y(y x)∀ <  
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  هاي  گزاره -8

a : x(p(x) q(x)) xp(x) xq(x)∀ ∨ ↔ ∀ ∨ ∀  
b : x(p(x) q(x)) xp(x) xq(x)∃ ∧ ↔ ∃ ∧ ∃  

  را در نظر بگیرید. در این صورت:

1  (a  وb  .هیچکدام از 2    همیشه صادقند (a  وb .همیشه صادق نیستند  
3 (a .4    همیشه صادق است (b .همیشه صادق است  

    ) است؟tautologyهاي زیر یک همانگویی ( گزارهکدام یک از  -9

1 (A B A∨ →  2 ((A B) (A B)∨ ∨ ∧  3 ((A ~ A) ~ A→ →  4 ((A B) B→ ∨  

}فرض کنید  - 10 }V : p ,1→ o  یک تابع ارزش وp هاي اتمی باشد. در این صورت  مجموعه گزارهV(A B)∨ عبارتست از  

1 ({ }min V(A),V(B)  2 (V(A) V(B)+  3 (V(A).V(B)  4 ({ }max V(A),V(B)  
11- A B A∧     ) باشد، آنگاه ........... tautologyیک همانگویی ( ↔

1 (B A→ .2  نیز یک همانگویی است (A B→.نیز یک همانگویی است  
3 (A B∨ .4  نیز یک همانگویی است (A B∧ .نیز یک همانگویی است  

~) گزاره DNFصورت نرمال فصلی ( -12 (p ~ q)∧ ) عبارتست ا زp  وq هاي اتمی هستند) ............ گزاره    

1 (~ p q∨  2 (p ~ q∧  3 (~ (q p)→  4 (~ p q∧  

}فرض کنید  -13 }P p ,p ,...1= o هاي اتمی باشد. آنگاه ..........  همه گزاره مجموعه    

1 (p .2  کامل است (p .3  سازگار نیست (p .4  سازگار و کامل است (p .سازگار است  

]علامت  -14 ]A t / x  یعنی در فرمولA  به جاي متغیرx ترم ،t     را جانشین کنید (اگر جانشینی مجـاز اسـت). در ایـن
]صورت  ]x(x z z / x∀ + = o   ........... برابر است با  

1 (x(z z )∀ + = o  2 (z(z z )∀ + = o  3 (x(x z )∀ + = o  4 (x(x z x)∀ + =  
    ) نیست؟tautologyهاي زیر یک همانگویی ( کدامیک از گزاره -15

1 ((~ A B) (A B)∨ → →  2 (A B A∨ →  

3 ((A ~ B) (~ A ~ B)→ → ∨  4 ((A B) (~ A B)→ ↔ ∨  
P) گزارهCNFصورت نرمال فصلی ( -16 q∨) عبارتست ازp  وq هاي اتمی هستند) ........... گزاره    

1 (P q∧  2 (~ p ~ q∨  3 (P q∨  4 (P q→  
    ها سازگار است؟ هاي زیر از گزاره کدامیک از مجموعه -17

1 ({ }p p ,p p1 1 2→ →o    2 ({ }p ,p p ,p ,p ~ p1 1 1→ →o o o  

3 ({ }p ,p ,p p ,~ p1 1 2 1∧o    4 ({ }p p ,p p ,~ p1 1 2 2∧ ∧o  
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xجمله  -18 y(x y)∃ ∃ ≠  ...........    

  ) در هر مدل یک عضوي راست است.2  ) در هر مدل فقط با دو عضو راست است.1
  ) در هیچ مدلی راست نیست.4  ) در هر مدل با حداقل دو عضو راست است.3

}فرض کنید  -19 }A,B ......... سازگار باشد. آنگاه . ..  

1 (A B∧  2 (A B∧  3 (~ (A B)∧  4 (A B∨├  
V(Aها باشد. آنگاه  یک تابع ارزش براي منطق گزاره Vفرض کنید  -20 B) 1→   اگر و فقط اگر ............   =

1 (V(A) V(B)=  2 (V(A) V(B)≤  3  (V(B) V(A)≤  4 (V(A) V(B)+  

x)هاي زیر معادل با عبارت  DNFکدام یک از  -21 y x y)(z y)+ + +     است؟ +

1 (x yz xyz xyz+ +  2 (x y z xyz x yz+ +  3 (x yz xyz xyz+ +  4 (x yz xyz xy z+ +  
  کدام استنتاج معتبر است؟ -22

1 (yQ(y)∀├{ }xp(x), x y(p(x) Q(y))∃ ∀ ∀ →  2 (yQ(y)∀├{ }xp(x), x y(p(x) Q(y))∃ ∃ ∀ →  

3 (yQ(y)∃├{ }xp(x), x y(p(x) Q(y))∃ ∃ ∃ →  4 (yQ(y)∀├{ }xp(x), x y(p(x) Q(y))∃ ∀ ∃ →  
~))اي  ارز منطقی صورت گزاره کدام فرمول هم -23 P P ) P )1 2 3∨     باشد؟ می→

1 ((~ P ~ P P ) (P ~ P P ) (P P P )1 2 3 1 2 3 1 2 3∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨  
2((P ~ P P ) (P ~ P P ) (P P P )1 2 3 1 2 3 1 2 3∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨  
3((~ P ~ P P ) (P ~ P P ) (P P P )1 2 3 1 2 3 1 2 3∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨  
4 ((P P ~ P ) (P ~ P P ) (P P P )∨ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨1 2 3 1 2 3 1 2 3  

    اي) ساخت. برابر است با: اي (نماد جمله متغیر گزاره nتوان با  اي که می هاي گزاره تعداد صورت -24

1 (n  2 (n2  3 (n22    4نامتناهی (  
~)هاي زیر با گزاره  کدام یک از گزاره -25 q (p q)) ~ p∧ →     هم ارزند؟→

1 (((p q) ~ p) q∨ ∧ →    2 (((p q) p) ~ q∨ ∧ →    
3 (((p q) ~ p) ~ q∨ ∧ →    4 (((p ~ q) p) q∨ ∧ →  

    را تعیین کنید. bو  aاعداد صحیح غیرمنفی باشد مقادیر درستی عبارات  yو  xاگر دامنه متغیرهاي  -26

a x y x y
b x y x y

= ∀ ∃ >
= ∃ ∀ >

  

1 (a T= وb T=  2 (a F=  وb F=  3 (a T=  وb F=  4 (a F=  وb T=  
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]گزاره  -27 ] [ ]A (B C) (A B) (A C)→ → → → →  ,C )Trueو  Bو  Aهـاي   را در نظر بگیرید براي تمام حالت →

False.درباره گزاره فوق اظهارنظر کنید (    

  ) عبارت فوق همواره درست است.2  ) عبارت فوق همواره غلط است.1
  ) عبارت فوق در بیشتر موارد غلط است.4  ) عبارت فوق در بیشتر موارد صحیح است.3

A))هاي درست ساخت  تعداد زیر فرمول -28 A ) ( A ))1 2 3→ →     برابر است با: ¬

1 (2  2 (3  3 (4  4 (6  
    هاي زیر توتولوژي است؟ کدام یک از گزاره -29

1 ([ ] [ ](P Q) (Q R S) (P Q Q R) (P Q) S)¬ ∧ → ∨ → ∨ ∧ → ∨ → ∧ →  
2 ((P (Q R S T)) (P (Q R S))→ ∧ → ∨ → ∨ ∧ →  
3 (A B A∨ →  
4 (A ~ B B C∨ → ∨  

 ∧و  ∨بـوده و در آنهـا تنهـا از نمادهـاي      1Pو  2Pهاي اتمی  ارزي که تنها شامل گزاره هاي نا هم تعداد کل گزاره -30

    استفاده شده است چیست؟

1 (2  2 (4  3 (8  4 (16  
    روابط محمولی زیر را در نظر بگیرید: -31

x  .دانش آموز استS(x) ≡    
x  ،y  .را دوست داردP(x,y) ≡  
y  .استاد استQ(y) ≡  

باشد. اگر هر دانش آموزي تمام استادها را دوست داشـته باشـد    در آن صورت کدام گزینه ترجمه صوري گزاره زیر می
  ارد.آنگاه خود را نیز دوست د

1 ([ ]x S(x) y(Q(y) P(x, y)) P(x, y)∀ ∧ ∀ → →    

2([ ]x S(x) ( y(Q(y) P(x,y)) P(x,y)∀ → ∀ → →  

3([ ]x y S(x) (Q(y) P(x, y)) P(x, y)∀ ∀ ∧ → →    

4 ([ ]x y ((S(x) (Q(y)) (P(x,y)) P(x,y)∀ ∃ → → →  
    کدام استنتاج معتبر نیست؟ -32

1 (D¬├{ }A (B C),( B A),(A C)→ ∨ ¬ ∧ → ¬  
2 ((C A) (C B)∨ → ∨├A B→  

٣ ((C A) (C B)→ → →├A B→  

4 (C¬├{ }R,R A,(A B) C→ ∨ →  
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~عبارت  -33 ( x N, y Z,xy x y )4 5∀ ∈ ∃ ∈ < ∧ +     معادل است با: >

1 (x N, y Z,xy x y4 5∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ∨ + ≥  2(x N, y Z,xy x y4 5∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ∧ + ≥  
3 (x N, y Z,xy x y4 5∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ∨ − ≥  4 (x N, y Z,xy x y4 5∃ ∈ ∀ ∈ ≥ ∧ − ≥  

Mبرابـر اسـت بـا     Rو  P ،Qیک عبارت منطقی با سه متغیر   (PCNF)شکل اصل عطفی عادي  -34 Mو  6 Mو  3 o

    هاي زیر است؟ ) آن کدام از پاسخPDNFشکل اصلی فصلی عادي ( ∏

1 (m ,m ,m3 6∑ o    2 (m ,m ,m ,m2 4 6∑ o    

3 (m ,m ,m ,m∑ 1 3 5 7    4 (m ,m ,m ,m ,m1 2 4 5 7∑  
    کدام استدلال زیر نامعتبر است؟  -35

1 (

p q
p r
r

q

∨
¬ ∨
¬

∴

  2 (

p (q r)
p p

p

r

→ →
¬ → ¬

∴

  3 (

p q
p (r q)
r (s t)

s

t

∧
→ ∧
→ ∨

¬

∴

  4 (

p
p s
p (q r)

q s

s

→
→ ∨ ¬

¬ ∨ ¬

∴

  

pگزاره  -36 q p q r∨ ⇒ ∨     هاي زیر معادل است؟ با کدام یک از گزاره ∨

1 (p q r∨ ∨  2((p q) r∨ ∧  3 ((p q) r∨ ∧  4 (p q r∨ ∨  

}حقیقی   براي دنبالۀ -37 }n na ∞ = o  اگر گزارةn n( N n N :| a a | )1 7−∃ > ∀ > − <o    ًنادرست باشد، کدام گـزاره لزومـا
    صحیح است؟

1 (n nN , n N : a a −∀ > ∃ > − ≥1 7o  
2(n na a 1 7−− nیا  ≥ nN , n N : a a −∀ ≥ ∀ > − ≥1 7o  
3( (n na a− − ≤ −1 nیا  7 nN , n N : a a −∀ ≥ ∃ > − ≥1 7o  
4 ( (n n n nN n N : (a a )(a a )− −∀ ≥ ∃ > − − ≥1 1 49o  

)دانم وجود دارد یعنی  مقداري به جاي دو مقداري، درست و نادرست و نمی 3در منطق  -38 , , )1 12 o اگر برايA و  =1

B 1
Aمقادیر  =2 B 1

2∧ Aو  = B 1∨ Aهاي منطقی زیر در منطق سـه مقـداري    گردد نتیجه گزاره = Bو  =1 1
و  =2

C = o  وD 1
    به ترتیب چیست؟ =2

[
((A B) C) D
( A B) C) D

→ ∨ →
 ¬ ∧ → ∨ ¬

  

1 (1

o

  2 (
1
1
2






  3 (
1
2
1






  4 (
1
2
1
2






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    باشند، عبارت زیر با کدام عبارت داده شده معادل است؟ yفقط تابع  Qو گزاره  xفقط تابع  Pاگر گزاره  -39

x y x y( : (P : Q)) (( : P) ( :Q))∀ ⇒ ∃ ⇒ ∀ ⇒ ∃  

1 (True  2 (x yQ∀ ∃  3 (y xp∃ ∀  4 (x yp Q∀ ∃ ∧  
nxاگر براي متغیرهاي منطقی  - 40 ,..., x1  بدانیمn nx (x x ) ... (x x ) True1 1 2 1−∧ ∨ ∧ ∧ ∨   آنگاه کدام گزینه صحیح است؟ ≡

1 (nx x ... x True1 2∨ ∨ ∨ ≡  
2 (n n(x x ) (x x ) ... (x x ) True−∧ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ≡1 2 2 3 1  
3 (nx x ... x True1 2∧ ∧ ∧ ≡  
4 (n n(x x ) (x x ) ... (x x ) True−∨ ∧ ∨ ∧ ∧ ∨ ≡1 2 2 3 1  

xجمله  -41 y z((x y) (y z)∀ ∀ ∀ = ∧ = ...........    

  ) در هر مدل یک عضوي صادق است.2  ) در هر مدل سه عضوي صادق است.1
  عضوي کاذب است.) در هر مدل یک 4  ) در هر مدل با حداقل سه عضوي صادق است.3

pهاي  از راست بودن گزاره -42 q∧ ،p r q→ ∧ ،r s t→ ~و  ∨ sدهد؟ کدام گزاره نتیجه می    

1 (T 2 (F  3 (q t∧ 4 (q ~ t∧  
  فرض کنیم:  -43

X  .عدد اول استp(x) ≡  ،  
»x  2و  +x .یا » عدد اول هستند»x  2و- x .عدد اول هستد «Q(x) ≡  

Q(x) کنند که  را به این شکل بیان میx  ـ«متعلق به یک جفت دوقلوي اول است. گزاره  ، 6010ر از هیچ عدد اول بزرگت
    به کدام شکل قابل نمایش است؟» عضو یک جفت دوقلوي اول نیست

1 (x(p(x) x ~ Q(x))6010∀ ∧ > →  2 (x(p(x) x Q(x))6010∃ → < ∧  

3 (x(x ~ Q(x)) p(x)6010∃ > ∨ →  4 (x((p(x) Q(x)) x 6010∀ ∧ → >  
pفرض کنید در بررسی مفهوم علیت نماد   -44 qa  به معناي آن است کهp   تنها علـتq    اسـت. همچنـینv   تـابع

v((pدهد. در این صورت  را نسبت می 1یا  oگذاري بوده و به هر جمله ارزش  ارزش q) q)∧ a کدام است؟    

1 (o    2 (v(q)( v(p))1−    
3 (v(q)( v(p))1 1− −    4 (v(p) v(q) v(p)v(q)1 2− − +  

fفرض کنید  -45 (P,Q,R) : (P Q) (P Q)∨ ∧ ∧     هاي زیر صحیح است؟ کدام یک از گفته ¬

1 (M , M1∏ o  2 (m ,m2 3∑  3 (M , M , M , M4 5 6 7∏  4 (m ,m ,m m1 2 3∑ o  
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  هاي فصل اول پاسخنامه تست
  ) صحیح است.3گزینه ( -1

  کنیم: آن را مشخص می PDNFابتدا فرمول موردنظر را ساده کرده و به کمک جدول درستی، صورت 
S : (P Q) (P Q) (P ~ Q) (P Q) P (Q ~ Q)↔ ↔ ∧ ∨ ∧ ≡ ↔ ↔ ∧ ∨  

(P Q) P T≡ ↔ ↔ ∧  
p p (p ) p
T T T T
T F F F
F T F T
F F T F

ϕ ↔ ϕ ↔ ϕ ↔

  

(P Q) P≡ ↔ ↔  
S: (p Q) (~ p Q) ( , ) ( , )∧ ∨ ∧ ≡ = ∏∑ 0 2 1 3  

  ) صحیح است.2گزینه ( -2
  ) صحیح است.1گزینه ( -3

h(A)کند. اگر  هر گزاره را به ارزش آن تصویر می hتابع  = o  در این صورتA       یـک گـزاره بـا ارزش نادرسـت و اگـرh(A) 1= ،
  اي با ارزش درست است. گزاره Aآنگاه 

  ) صحیح است.2گزینه ( -4
  به کمک ساده سازي با استفاده از روابط منطق ریاضی داریم:

~ (p ~ p) ~ (~ p ~ p) ~ (~ p) p→ ≡ ∨ ≡ ≡  
  ) صحیح است.4گزینه ( -5

  ها داریم: به کمک جدول صحت ارزش
~ (p q)↔  p q↔  q  p  

F T T T 
T F F T  
T F T F 
F T  F F 

~ (p q) (p ~ q) (~ p q)↔ ≡ ∧ ∨ ∧  
( , )1 2≡ ∑  

( , )3≡ ∏ o  
(p q) (~ p ~ q)≡ ∨ ∧ ∨  

  ) صحیح است.2گزینه ( -6
p)  زیرا p ) (p p ) (p p ) (p ~ p ) p ~ p1 1 2 2 3 3→ ∧ → ∧ → ∧ → ≡ →o o o o  

~ p ~ p≡ ∨o o  
~ p≡ o  
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  ها با هم سازگار هستند. نیست، پس گزاره Fچون حاصل همیشه 

  ) صحیح است.2گزینه ( -7

]منظور از نماد  ]y / x  جایگزینیx  یاy  است. یعنی هر جاy  داریم به جاي آنx .قرار می دهیم  
  است.) صحیح 2گزینه ( -8

  به متن درست رجوع کنید.
  ) صحیح است.3گزینه ( -9

  زیرا
(A ~ A) ~ A (~ A ~ A) ~ A

~ A ~ A
A ~ A
T

→ → ≡ ∨ →
≡ →
≡ ∨
≡

  

  ) صحیح است.4گزینه ( -10
شود. بـا توجـه بـه مفهـوم ترکیـب       مشخص می oو ارزش نادرستی با  1ارزش هر فرمول درست یا نادرست است. ارزش درستی با 

  فصلی دو گزاره، ارزش این دو گزاره با ماکزیمم ارزش این دو گزاره هم ارز است در نتیجه:

{ }V(A B) max V(A),V(B)∨ =  
  ) صحیح است.2) گزینه (11

  ها داریم: با استفاده از روابط گزاره

[ ] [ ]A B A A B A A A B∧ ↔ ≡ ∧ → ∧ → ∧  

[ ] [ ]~ (A B) A ~ A (A B)≡ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧  

[ ] [ ]~ A ~ B A (~ A A) (~ A B)≡ ∨ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨  

[ ] [ ](~ A A) B T (~ A B)≡ ∨ ∨ ∧ ∧ ∨  

T (~ A B)≡ ∧ ∨  

~ A B≡ ∨  
A B≡ →  

Aدر نتیجه اگر فرمول  B A∧ Aارز آن یعنی  یک راستگو باشد، فرمول هم ↔ B→ راستگو است. نیز یک  
  ) صحیح است.1گزینه ( -12

~  با استفاده از قضیه دمورگان داریم: (p ~ q) ~ p q∧ ≡ ∨  
  ) صحیح است.4گزینه ( -13

هاي اتمی یک مجموعه سـازگار   هر گزاره اتمی داراي دو ارزش درستی و نادرستی است. با در نظر گفتن ارزش درستی تمامی گزاره
  خواهیم داشت.

  ) صحیح است.2گزینه ( -14
  ) صحیح است.2گزینه ( -15
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Aمی توان  Aزیرا بنابر قانون ادخال فاصل از  B∨  را نتیجه گرفت و نه ازA B∨ گزارهA .را  
  ) صحیح است.3گزینه ( -16

pهاي اتمی هستند،  گزاره qو  pچون  q∨ ود در فرم نرمال عطفی یا خCNF .است  
  ) صحیح است.1گزینه ( -17

P) 1اگر در گزینۀ ( ,P1 o  وP2  هر سهT   باشند آنگاه ترکیب عطفی(P P ) (P P )1 1 2→ ∧ →o  برابرT      خواهـد بـود. ولـی در سـایر
  است.Fها  ها، ترکیب عطفی گزاره گزینه

  ) صحیح است.3گزینه ( -18
  اي که با هم برابر نباشند. توان دو عضو یافت به گونه عضو، می 2در هر مدل با حداقل 

  ) صحیح است.3گزینه ( -19

}چون  }A,B  سازگار است پسA B F∧ ~پس ≠ (A B) T∧ ~توان  یعنی نمی ≠ (A B)∧ .را نتیجه گرفت  
  ) صحیح است.2گزینه ( -20
  ) صحیح است.3گزینه ( -21

(x y x y)(z y)

(xyz x y)(z y) (x.y x.y)(z y)

+ + + + =

+ + + = + +
 

x.y.z x.y.z x.y= + +  
x.y.z x.y.z x.y.z= + +  

  ) صحیح است.1گزینه ( -22

{ } { }x p(x), x y(p(x) ~ (y)) x p(x), x ~ p(x) yQ(y)∃ ∀ ∀ → ϕ ⇒ ∃ ∀ ∨ ∀  
xاز آنجایی که  p(x)∃  صحیح است پسx ~ p(x)∀  نادرست است یعنیyQ(y)∀.باید صحیح باشد  

  ) صحیح است.3گزینه ( -23

(~ p p ) p (p p ) p p p p (p p )(p p )1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 2 2∨ → = + + = + = + +  
(p p p )(p p p )(p p p )1 2 3 1 2 3 1 2 3= + + + + + +  

  ) صحیح است.4گزینه ( -24
  بود. ) جواب می3خواست گزینه ( ها، نامتناهی است. اگر سوال تعداد توابع را می تعداد صورت

  ) صحیح است.1گزینه ( -25
(~ q ~ p) ~ p (q p) ~ p T∧ → ≡ ∨ ∨   است. T) نیز همیشه 1عبارت گزینه ( ≡

  ) صحیح است.2گزینه ( -26
xاگر  = o  باشد، هیچy  کهy>o      در مجموعه اعداد مثبـت وجـود نـدارد پـسa F=  اگـر .x  yباشـد آنگـاه بـه ازاي هـر      =2

bصحیح نیست پس <y2نامساوي  F=.  
  ) صحیح است.2گزینه ( -27
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[ ] [ ]A (B C) (A B) (A C)→ → → → → →  

(A B C) ((A B) (A C))= + + + + + +  

{ {ABC AB A C B AB A C B A A C T
1

= + + + = + + + = + + + =  

  ) صحیح است.4گزینه ( -28

A ,A ,A ,~ A ,A A ,(A A ) ~ A1 2 3 3 1 3 1 2 3→ → →  
  ) صحیح است.1گزینه ( -29

Pبجاي  Q∧ ،W  و بجايQ R∨ ،Y دهیم: قرار می  

[ ] [ ]~ W (Y S) (W Y) (W S)→ → ∨ → → →  

[ ] [ ]W (Y S) (W Y) (W S)= → → → → → →  
W)توان نشان داد که رابطه فوق یک استلزام منطقی است. براي این منظور فرض کنید  می Y) (W S)→ → نادرست باشـد   →

W)بنابراین  Y) T→ W)و  = S) F→ Wپس  = T=  وS F=  وY T=  بنابراین[ ]W (Y S) F→ → پس اسـتلزام   =
  برقرار است.

  ) صحیح است.2گزینه ( -30

p ,p ,p p ,p p1 2 1 2 1 2∨ ∧  
  ) صحیح است.1گزینه ( -31
  ) صحیح است.4گزینه ( -32

R,R)  شود: می C، نتیجه استنتاج 4در گزینه  A) A→ ⇒  

A A B⇒ ∨  
(A B,A B C) C∨ ∨ → ⇒  

  ) صحیح است.1گزینه ( -33
  ) صحیح است.4گزینه ( -34

  ها را عوض کنید. کافیست شماره
  ) صحیح است.4گزینه ( -35
pو   p از r→   درسـتیr  و ازp  وp (q ~ r)→ q)درسـتی   ∨ ~ r)∨  و ازr  وq ~ r∨  درسـتیq  و ازp  و~ q ~ s∨   درسـتی

~ s شود پس  نتیجه میs .درست نیست  
  ) صحیح است.1گزینه ( -36

p q p q r (p q) p q r (p q) p q r p q r∨ → ∨ ∨ = ∨ ∨ ∨ ∨ = ∧ ∨ ∨ ∨ = ∨ ∨  

  ) صحیح است.3گزینه ( -37
   

  شبه جذب  شبه جذب

  جذب
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  ) صحیح است.3گزینه ( -38

A B A B
1

1 12 1 1
2 2

¬ =
→ ≡ ¬ ∨ ≡ ¬ =

¬ =

o
o  

C1 1
2 2∨ =  

D1 1 1 1
2 2 2 2→ ≡ ¬ ∨ ≡  

[ ] [ ]( A B) C D C ( )¬ ∧ → ∨ ¬ ≡ ¬ ∨ ∨ ≡ ∨ ∨ ≡
1 11 12 2o o  

  ) صحیح است.1گزینه ( -39
  ) صحیح است.3گزینه ( -40

n na .(a a ).(a a )...(a a )1 1 2 2 3 1 1−+ + + =  
naگزینه .a .a ...a1 2 3 1 3⇒ = ⇒  

  ) صحیح است.2گزینه ( -41
xفقط با یک عضو  y=  وy z= .همیشه صحیح است  

  ) صحیح است.3گزینه ( -42

[ ]p q p∧ ⇒  

[ ]p.p (r q) (r q) r→ ∧ ⇒ ∧ ⇒  

[ ]r,r s t s t→ ∨ ⇒ ∨  

[ ]~ s,s t t∨ ⇒  

[ ]p q q∧ ⇒  

[ ]q.t q t⇒ ∧  
  ) صحیح است.1گزینه ( -43
  ) صحیح است.3گزینه ( -44
  گزینه صحیح وجود ندارد. -45

(p Q) (p Q)∨ ∧ ∧  
(p q).(p.q) p.q pq r pqr m m= + = = + = +4 5  

m( , ) m( , , , , , )= = Π∑ 4 5 1 2 3 6 7o  
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  فصل دوم: روابط توابع
Aاي از  زیرمجموعه Bبه  Aاز  Rدو مجموعه غیرتهی باشند. یک رابط دودویی  Bو  Aفرض کنید  B× .است  

R A B,(a,b) R aRb⊆ × ∈ ⇒  
Aاگر  B R=   است. Aیک رابط در  ⇒Rاست  Bبه  Aیک رابطه از ⇒

  ماتریس و روابط

rمثل  m  ×nتوان ماتریس  باشد آنگاه می Bبه  Aیک رابطه از  Rاگر  ijM M =   .را نمایش داد  

{ } { }n nA a ,a ,...,a ,B b ,b ,...,b1 2 1 2= =  

i j
ij

i j

(a ,b ) R
M

(a ,b ) R

1 ∈=  ∉o
 

  شود. ولی نامیده میهاي صفر و یک باشد ماتریس ب مؤلفه ماتریسی که فقط داراي نکته:

  نمایش داده می شود. R(x)وجود دارد که با  Rنسبت به  xباشد آنگاه مجموعه نسبی  Bبه   Aیک رابطه از  Rاگر  نکته:

{ }R(x) y | y B,xRy= ∈  
  باشد آنگاه داریم: Aدو زیرمجموعه از  A2و  A1و   Bبه  Aیک رابطه از  Rاگر  قضیه:

A A R(A ) R(A )1 2 1 2⊆ ⇒ ⊆  
R(A A ) R(A ) R(A )1 2 1 2=U U  
R(A A ) R(A ) R(A )1 2 1 2⊆I I  

aباشند، اگر به ازاي هر  Bبه  Aدو رابطه از  Sو  Rاگر  قضیه: A∈،R(a) S(a)= باشد آنگاهS R= .است  

ijAاگر  تعریف: a =   وijB b =    در ماتریس بولیn m×  باشند آنگاهA B∨  وA B∧ :به صورت زیر است  

ij ijif (a and b )
A B

if .not

1 1 1= =
∧ = 

o
 

ij ijif (a or b )
A B

if .not

1 1 1= =
∨ = 

o
 

nبه اندازه  Bو  Aبراي دو ماتریس  A.Bولی حاصلضرب ب تعریف: p×  وm p× :به صورت زیر است  

ij ij
ij

if (a ,b , k p)
c

if .not

1 1 1 1= = ≤ ≤
= 

o
 

را به صورت نمـوداري نمـایش داد. یـک دایـره      Rباشد رابطه  Aیک رابطه در  Rیک مجموعه متناهی و   Aهاي سوردار،  اگر  گراف
ها را به عنوان رئوس یاد خواهیم کرد و خطوط سـورداري بـه نـام یـال کـه از       رهکوچک براي هر کدام از عناصر رسم کرده و این دای

iکنیم  رسم می kaبه راس  a1راس  ja Ra ⇔  

  شود. مسیري که از راسی شروع شده و به خودش خاتمه پیدا کند مدار نامیده می نکته:

  نامیم. به طول یک را حلقه میمدار 
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  شود. هر یال در گراف سوردار یک مسیر به طول یک تلقی می

xRتعریف: y∞ هرگاه مسیري از ،x  بهy  درA   موجود باشد. در بعضی اوقاتR   گویند. می Aرا رابطه (مسیر) ارتباطی براي  ∞

nباید داراي  nل یک مسیر به طو نکته:   باشد. (عناصر الزاماً متمایز نیستند.) Aعنصر از  +1

}یک رابطه در   Rاگر  قضیه: }nA a ,a ,...,a1 Rباشد آنگاه  =2 RMIR M .M=  

,a(iمکان  نکته: j)  از ماتریسR RM .M  داراي مقدار است اگر و تنها اگرijn .باشد  

}فرض  قضیه: }nA a ,a ,...,a1 Rباشد آنگاه  =2 RMIR M .M=  

,a(iمکان  نکته: j)  از ماتریسR RM .M  داراي مقدار است اگر و تنها اگرijn .باشد  

}فرض  قضیه: }nA a ,a ,...,a1   باشد آنگاه: Aیک رابطه در  Bو  =2

R R R RM M . M . ....M (n)=  
  پذیر است. ي دسترسی یک رابطه•Rباشد.  Aیک رابط در  Rیک مجموعه متناهی و  Aي دسترسی، اگر  رابطه

)In  ماتریس واحدn n×  است وn  تعداد عناصر مجموعهA (است  
* xxR y xR y x y∞⇔ =  

R R
M M In∞= ∨g  

  خواص روابط

aکه هرگاه  Aاي در مجموعه  روابط بازتابی، رابطه A∈  باشد آنگاهaRa.  
a A a R(a)∀ ∈ ⇒ ∈  

  باشند. می یک در ماتریس یک رابطه بازتابی همه عناصر آن قطر اصلی ماتریس - 
  طه بازتابی داراي حلقه براي تک تک رئوس است.بگراف سوردار یک را - 

aکه هرگاه   Aاي در مجموعه  روابط ضد بازتابی، رابطه A∈ آنگاهa Ra.  
  باشند. در ماتریس یک رابطه ضدبازتابی قطر اصلی آن همگی صفر می -
  باشد. گراف سوردار یک رابطه ضد بازتابی فاقد حلقه می -

و  bRaو  aRbموجـود باشـد بطوریکـه     bو  aمتقارن است اگر دو عنصر متمایز   Aدر مجموعه  Rروابط متقارن و ضدمتقارن، رابطه 
a b≠  .در غیراینصورت نامتقارن است .  

a R(b) b R(a)∈ ⇔ ∈  
aآنگاه  bRaو  aRbگیریم که زمانی که رابطه نامتقارن است و اگر  نتیجه می نکته: b±.  

Tیک ماتریس زمانی متقارن است که  -
R RM M=ي خود برابر باشد) س با ترانهاده. (یعنی ماتری  

iیک ماتریس زمانی ضدمتقارن است که اگر  -  j≠  بود یکی از عناصرijM  یاijM .باید مساوي صفر باشد  
  تواند نه متقارن باشد نه ضدمتقارن. یک ماتریس می -
باشـد و هـیچ شـرطی بـراي      موجود مـی  Iبه  jموجود باشد آنگاه یالی نیز از   jبه  Iدر گرافهاي سوردار یک رابطه اگر یالی از رأس  -

i j= .وجود ندارد  
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  ي ضد متقارن است. اگر شرط فوق در گراف وجود نداشت آن گراف مربوط به یک رابطه -

a,b,cمتعدي است هرگاه براي  Aر د Rروابط متعدي، رابطه  A∈ :آنگاه  
aRb,bRaمتعدي  aRc⇒  

aRb,bRaنامتعدي ⇒aRc  
Rي آن  توان از روي ماتریس رابطه یک رابطه متعدي را می نکته: ijM M =    تشخیص داد اگرik kj ijM ,M M1 1 1= = ⇒ =  

  داریم. به عبارتی: cبه  aداشته باشیم آنگاه یک یال زیر از  Rدر  2مسیري به طول  cبه  aهمچنین با توجه به گراف سوردار داریم که اگر از 

aRb,bRc aR c2≡  

aR c aRc R R2 2→ ⇒ ⇒ ⊆  
 bبـه رأس   aچنین است که اگر مسیري به طول بیشتر از یک از رأس  Aدر مجموعه   Rمفهوم هندسی متعدي بودن رابطه  قضیه:

  موجود باشد. bبه   aباشد آنگاه یالی از 

nnمتعدي بودن  ,R R∀ ≥ ⊆ ⇔1  
  توان به این صورت توضیح داد. را می Rي  در ضمن متعدي بودن رابطه نکته:

b R(a),c R(b) c R(a)∈ ∈ ⇒ ≡  

  گوییم هرگاه بازتابی، متقارن و متعدي باشد.   راهم ارز می Aدر   Rي  روابط هم ارزي، رابطه
  به کار برد. Aي هم ارزي در  را می توان براي تشکیل یک رابطه Pباشد بنابراین  Aیک افراز از مجموعه  pاگر  -
  گویند. Pهاي  را بلوك Pهاي موجود در افراز  مجموعه -
ارزي  ي هـم  یـک رابطـه   Rخاصیت بازتابی و تقارن و تعدي را دارا باشند آنگاه  3باشند و  Aاز مجموعه  Pدر بلوك  cو  bو  aاگر  - 

  باشد. می Pتعیین شده توسط افراز 
  هر عضو از یک بلوك فقط و فقط با اعضاي همان بلوك در رابطه است. -

aو  Aیک رابطه هم ارزي در  Rفرض کنید قضیه:  A∈وb B∈ باشد در این صورتaRb  اگر و تنها اگرR(a) R(b)= .باشد  
aبـراي   R(a)هاي نسـبی و مجـزاي    ي مجموعه ي همه مجموعه Pو  Aیک رابطه هم ارزي در  Rاگر قضیه:   A∈    باشـد در ایـن
  است. Pیک رابط هم ارزي تعیین شده توسط  Rو  Aیک افراز براي  Pصورت 

  گوییم. می Rها را کلاسهاي هم ارزي  R(a)باشد آنگاه  Aیک رابطه هم ارزي در  Pاگر تعریف: 

]  )A.R(شامل همه کلاسهاي هم ارز  ]R(a) a=  
  عملیات بر روابط

اي از زوجهاي مرتب هستند که تمـامی اعمـال ماننـد اجتمـاع و اشـتراك و       باشد این روابط مجموعه Bبه  Aدو رابطه از  Rو  Sاگر 
  تفاضل و ... اعمال کرد.

R                        متمم : aRb aRb⇔  
a(R                  اجتماع S)b aRb or aSb⇔U  
a(R                  اشتراك S)b aRb and aSb⇔I  

aRhمعکوس : aRb bR 11 −− ⇔  
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Rنکته:    اند. است که به صورت معکوس نوشته شده Rشامل همه زوجهاي مرتب  −1

(R ) R1 1− − =  
T  شود. در ماتریس معکوس جاي سطر و ستون عوض مینکته: 

R R(M ) (M )1− =  

ijMبراي ماتریس بولی تعریف:  m =    متمم آن یعنیijM m =   شود: به صورت زیر تعریف می  

ij
ij

ij

M
M

M

==  =

1
1
o

o
 

1 (R S R S1 1− −⊆ ⇒ ⊆  
2 (R S S R⊆ ⇒ ⊆  

3 ((R S) R S1 1 1− − −=U U  

4 ((R S) R S1 1 1− − −=I I  

5 ((R S) R S=U I  

6 ((R S) R S=I U  

Rبازتابی باشد آنگاه  R) اگر 7   نیز بازتابی است. −1

  ضد بازتابی است.Rبازتابی باشد آنگاه   R) اگر 8
Rبازتابی باشند آنگاه  Sو  R) اگر 9 SU  وR SI .نیز بازتابی هستند  

  متقارن است. Aدر  Rرابطه  نکته:

R R R RM (M ) (M ) M R R1 1 1− −= = = ⇒ = ⇔  
Rو  Rمتقارن باشد آنگاه   Rاگر   قضیه:   نیز متقارن هستند. −1

Rمتقارن باشند  Rو  Sهمچنین اگر  SU  وR SI .نیز متقارن هستند  

1 ((R S) R S2 2 2⊆I I  
Rمتعدي باشند آنگاه   Sو  R) اگر 2 SI .متعدي است  
Rرابطه هم ارزي باشد آنگاه  Sو  R) اگر 3 SI .نیز رابطه هم ارز است  

  بستارها

خـواهیم بـا افـزودن زوجهـایی بـه آن       باشد ممکن است بعضی از خصوصیات هم ارزي را نداشته باشـد. مـی   Aیک رابطه در  Rاگر 
  هاي موردنظر را داشته باشد. اي بدست آوریم که ویژگی رابطه

کنیم تا کوچکترین رابطه  را اضافه می Rدر  ∆باشد که بازتابی نباشد بعضی از زوجهاي رابطه  Aیک رابطه در  Rبستار بازتابی، اگر 
  تشکیل شود. Rبازتابی شامل 

R R1 = ∆U  

(x,y)باشد کـه متقـارن نباشـد. اگـر زوجـی مثـل         Aاي در  رابطه Rبه طور فرض داریم رابطه  بستار متقارن: R∈    باشـد ولـی
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(y,x) R∈ ،بدیهی است   باشد(y,x) R 1−∈.  

Rبنابراین براي تبدیل به رابطه متقارن باید زوجهاي رابطه    را به آن اضافه کنیم. −1

R R 1−U ارن است.ي متق کوچکترین رابطه  

R R (R R )1 1 1− − −=U U  
به یالهاي دو طرفـه در   Rتوان به روش هندسی رسم کرد به این صورت که همه یالها در گراف سوردار  را می Rبستار متقارن  نکته:

R R 1−U .تبدیل شود  

  بستار متعدي و الگوریتم وارشال
Rرابطه  Rباشد آنگاه بستار متعدي  Aیک رابطه در   Rاگر  قضیه:   است. ∞

|اگر  قضیه: A | n=  (تعداد اعضا) وR  یک رابطه درA  .باشدnR R R ... R2∞ = U U U  

}الگوریتم وارشال، فرض کنید  }nA a ,a ,...,a1 mxباشد. اگر  Aیک رابطه در  Rو  =2 ,..., x ,x2 را رأس داخلـی خـواهیم گفـت.     1
  شود: الگوریتم وراشال در دو مرحله خلاصه می

kwابتدا همه مقادیر  -1   کنیم. منتقل می kwبه  −1
,...فرض کنید کـه در مکانهـاي    -2 p p1 kW ام مـاتریس kدر سـتون   2 q,...و همچنـین در مکانهـاي    −1 ,q2 ام همـان  kدر سـطر   1

iداشته باشیم، در این صورت در مکانهـاي   1ماتریس مقدار  j(p ,q قـرار دهـیم، ایـن الگـوریتم را بـا       1مقـدار   kWدر مـاتریس   (

RW M=o  آغاز کرد وkW هاي بعدي را تا رسیدن بهu RW M=  و(n | A   دهیم. ادامه می =(|
Rهر رابطه هم ارزي باشند در این صورت  Sو  Rکاربرد جالب بستار متعدي در روابط هم ارزي است. اگر  SI    نیز یک رابطـه هـم

Rارزي است.  SI  بزرگترین زیرمجموعه مشمول درR  وS .است  

R)، رابطه Sو  Rباشند در نتیجه کوچکترین رابطه هم ارزي شامل  Aدو رابطه هم ارزي در مجموعه  Sو  Rاگر قضیه:  S)∞U.است  

را ترکیـب   Cبـه   Aباشد رابطه جدید از  Cبه  Bاي از  رابطه Sو   Bبه  Aاي از  رابطه Rسه مجموعه و  Cو  Bو  Aترکیب روابط، اگر 
R ،S نامیم و به  میSOR خوانیم. می  

R S

a A aRb
a(SOR)C b B, a(SOR)C

c C bSc

a b C SOR (A ) S(R (A ) ) , A A

∈ 
⇔ ∈ ⇒ ∈  

→ → ⇒ = ⊆1 1 1

 

  باشد داریم: Dبه  Cیک رابطه از  Tو  Cبه  Bیک رابطه از  Sو  Bبه  Aیک رابطه از  Rچهار مجموعه و   Dو  Cو  Bو  Aاگر قضیه: 

aRb
TO(SOR) (TOS)OR

bSc
(SOR) R OS cTd

1 1 1− − −

= 


= 
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  توابع

fبه صورت   Bبه  Aاز  fدو مجموعه غیرتهی باشند، تابع  Bو  Aاگر  تعریف: : A B→شود. نمایش داده می  

aاگر  DOM(f fباشد  ∋( (a)  فقط شامل یک عضو ازB  است و اگرa DOM(F)∈  باشدf (a) =   باشد. می ∅

}  شود: به صورت زوجهاي مرتب تعریف می fرابطه  نکته: }(a,f (a)) | a DOM(f ) f (a) b∈ =  

bو  fبرابر است با آرگومان تابع  aتابع نگاشت یا تبدیل: f (a)= .برابر است با مقدار تابع براي آرگومان  

fنکته: (a)  را تصویرa  تحت تبدیلf گویند. می  

fدو تابع باشند به صورت  gو  fاگر  ترکیب موانع: : A B
g : B C

→
 →

) نیـز یـک   gofدو رابطه هستند پس ترکیـب آنهـا (    gو  fو چون  

  رابطه است.

( )gof (a) g f (a) g(b)a Dom(gof )= = ∈  
gofجواب منحصر به فرد  (a) c=  

DOM(fهمـه جـا تعریـف شـده اسـت اگـر         fباشد گوییم  Bبه  Aتابعی از  fاگر  توابع ویژه (پوشا و یک به یک): ) A=  وf 

Ran(fپوشاست اگر  ) B=  

            یک به یک است هرگاه fو 
f (a) f (b) a b
or
f (a) f (b) a b

= ⇒ =


 ≠ ⇒ ≠

  

fهمچنین  : A B→ پذیر گویند هرگاه رابطه  را وارونf   نیز یک تابع باشد. −1
  پذیر نیست. یک تابع الزاماً وارون نکته:

fهرگاه  چند قضیه: : A b→ :آنگاه  

1 (f fاست  Aبه  Bیک تابع از  −1   یک به یک است. ⇔

f) اگر 2 fیک تابع باشد  −1 1−   یک به یک است. ⇐

3 (f fهمه جا تعریف شده باشد  −1   پوشا است. ⇔

4 (f   پوشا است. همه جا تعریف شده باشد.−1
5 (BI of f=  
6 (AfoI f=  

7 (Af of I1−   تناظر یک به یک باشد.  fاگر  =

8 (Bfof I1−   تناظر یک به یک باشد. fاگر  =
f) اگر 9 : A B→ اي که  و  توابعی باشند به گونهAgof I=  وBfog I= در این صورت ،f   یک تناظر یک به یک بـینA  وB  و
g  یک تناظر یک به یک بینB  وA باشند. بوده و هر دو وارون همدیگر می  

(gof ) f og1 1 1− − −=  
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fدو مجموعه متناهی با تعداد عناصر یکسان و   Bو  Aاگر  -10 : A B→ :یک تابع همه جا تعریف شده باشد آنگاه  

  یک به یک است.  f←پوشا باشد  fالف) اگر 
  پوشاست. f←یک به یک باشد  fب)  اگر 

  اصل لانه کبوتر

f : A B→ باشد. تابعی با دامنه و برد متناهی می  
f  یک به یک باشد آنگاهm n=  (کبوتران) تعداد عناصر| DOM(f ) | n=  
f  یک به یک نباشد آنگاهm n< ها)  تعداد عناصر (لانه| Ran(f ) | m=  

  ؛ آنگاه دست کم یک لانه شامل دو کبوتر یا بیشتر است.m < nلانه منسوب شود و  mکبوتر به   nاگر  تعریف:

nلانه موجود باشد ولی تعداد کبوترها بیشتر از  mاگر  تعمیم اصل لانه کبوتر: m2=  باشد، بدیهی است که سه کبوتر و یا بیشتر

  ها منسوب شوند. نهباید به یکی از لا

nها دست کم  لانه منسوب شود یکی از لانه mکبوتر  nبه عبارتی اگر  نکته:
m

 
  

n(کـران بـالاي تقسـیم) و یـا      
m

1 1−  +  
کبـوتر   

  باشد.
  رابطه دوتایی

Binary)اي از زوجهاي مرتب یک رابطۀ دوتایی  هر مجموعه Relation) نماید. را معرفی می  

F}است.  yپدر  x{به عنوان مثال  x, y= <   یک رابطه دوتایی است. <
از آن یـک   Sاي ماننـد   باشـد کـه هـر زیرمجموعـه     اي از زوجهاي مرتب مـی  مجموعه  Y  ×Xدو مجموعۀ دلخواه باشند،  Yو  Xاگر 
Xشود و اگر  تعریف می» Yبه  Xرابطۀ دوتایی از « Y=  در آن صورتS  رابطه دوتایی روي «یکX « رابطـه دوتـایی در   «و یا یک
X «شود. اگر  تعریف میX اي  مجموعهn  عضوي وY  اي  مجموعهm   هـاي دوتـایی ممکـن از     عضوي باشند، تعـداد رابطـهX   بـهY ،

n m2   باشد. می ×

x,yته: نک S< x,yو  xSyگاهی به صورت  ∋< S< xنیز به صورت  ∌< Sy شود. نمایش داده می  

  دامنۀ رابطه

x,yوجود داشته باشد که   yها که به ازاي هر کدام حداقل یک xباشد، مجموعۀ همۀ  Yبه  Xیک رابطه از   Sاگر  S< باشـد،  ∋<
  شود. هاي مرتب یک رابطه، دامنه آن رابطه گفته می هاي اول زوج شود. بعبارت دیگر به مجموعۀ همه مؤلفه نامیده می» Sدامنۀ «

{ }D(S) x | y, x,y S ; S X Y ; D(S) X= ∃ < >∈ ⊆ × ⊆  
  برد رابطه

x,yوجود داشته باشـد کـه    xبه ازاي هر کدام حداقل یک ها که y  باشد، مجموعۀ همۀ Yبه  Xیک رابطه از  Sاگر  S< باشـد   ∋<
  شود. نامیده می» برد آن رابطه«هاي دوم زوجهاي مرتب یک رابطه  شود، بعبارت دیگر مجموعۀ همه مولفه نامیده می» Sبرد یا تصویر «

{ }R(S) Y | x, x,y S ; S X Y ; R(S) Y= ∃ < >∈ ⊆ × ⊆  
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  ترکیب روابط

  ها وجود دارند: ترکیب رابطهقوانین زیر در مورد 

x(R S)y xRy xSy⇔ ∧I  
x(R S)y xRy xSy⇔ ∨U  
x(R S)y xRy xSy− ⇔ ∧  
x(~ R)y xRy⇔  

  خواص روابط

است. ایـن رابطـه (رابطـه پـوچ)      Xباشد و در نتیجه یک رابطه در  می X  ×Xتهی یک زیرمجموعه از مجموعۀ  ):Voidرابطۀ پوچ (

  شود. نامیده می
  شود. نامیده می» رابطه جهانی«است که  Xباشد یک رابطه در  که خود از زیرمجموعۀ خودش می X  ×Xمجموعۀ  رابطۀ جهانی:

xیک رابطه انعکاسی است اگر براي هر  Xدر مجموعۀ  Rرابطۀ دوتایی  رابطه انعکاسی (بازتابی): X∈:بتوان نوشت  
x,x R<   xRxیا ∋<

x  ویا   X xRx∀ ∈ ⇒  
یـا بـه    yRxآنگـاه   xRy، اگـر  Xدر  yو  xیک رابطۀ متقارن اسـت هرگـاه بـراي هـر      Xدر مجموعۀ  Rرابطه دوتایی  رابطۀ متقارن:

  عبارت دیگر:

  x,y X ; xRy yRx∀ ∈ ⇒  
 yRzو  xRyاگـر    Xدر مجموعـه   zو  yو  xانتقالی اسـت اگـر بـراي هـر      Xدر مجموعۀ   Rرابطۀ دوتایی رابطه انتقالی (متعدي): 

  یا به عبارت دیگر:  xRzآنگاه 

  x,y,z X ; xRy yRz xRz∀ ∈ ∧ ⇒  
X  ،x,xدر مجموعۀ  xغیرانعکاسی است اگر براي هر  Xدر مجموعۀ  Rرابطه دوتایی رابطۀ غیرانعکاسی:  R< >∉  

  اي هم غیرانعکاسی و هم متقارن باشد هرگز انتقالی نیست. اگر رابطهنکته: 

  اي انعکاسی نباشد لزومی ندارد غیرانعکاسی باشد. اگر رابطهنکته: 

،  Xدر مجموعـه   yو  xنامتقارن است اگـر بـراي هـر     Xدر مجموعه   Rدوتایی   رابطۀ ضد تقارنی): –رابطه نامتقارن (پاد تقارنی 

xآنگاه  yRxو  xRyاگر  y= :یا به عبارت دیگر  

x,y X ; xRy yRx x y∀ ∈ ∧ ⇒ =  
با خودش در رابطه باشد و با هیچ عضو دیگري در رابطه نباشد هـم متقـارن    Xاي مانند  اي که در آن عضوي از مجموعه رابطه نکته:

  باشد. و هم نامتقارن می
است، خواص انعکاسـی، ضـد تقـارنی و انتقـالی      Xاي مانند  اي روي مجموعه که رابطه  Rاگر  پاره ترتیبی (ترتیب جزئی): رابطۀ

  شود. داشته باشد، یک رابطۀ ترتیب جزئی نامیده می
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خاصیت باشد است، علاوه بر سه خاصیت ترتیب جزئی داراي این  Xاي مانند  اي روي مجموعه که رابطه Rاگر  رابطۀ ترتیب کامل:

یـک رابطـه ترتیـب     Rشـود،   درست باشد. در این صورت گفته می yRxو  xRyحداقل یکی از دو عبارت  Xکه باري هر دو مجموعۀ 
یـک ترتیـب    ⊇اي ماننـد   که در زیر مشخص شده است با رابطه  Aهاي مجموعۀ کامل است. بعنوان مثال مجموعۀ همۀ زیرمجموعه
  باشد. علاوه بر ترتیب جزئی داراي ترتیب کامل می  Bهاي مجموعۀ  زیر مجموعه  جزئی است و ترتیب کامل نیست ولی مجموعۀ

{ } { }A a,b B b= =  
}ترتیب جزئی } { } { }{ } { }{ }P(A) , a , b , a,b P(B) , b= ∅ = ∅  

}  ترتیب کامل است }b∅ >,P(A)ترتیب جزئی   ⊇ ⊆>  

}ترتیب کامل نیست  } { } { } { }a b , b a⊄ ⊄  
یـک   ≥تعریف شده است، از آنجا کـه   P(کوچکتر یا مساوي) فرض شود که برروي مجموعۀ  ≥بصورت رابطۀ  Rاگر رابطۀ  زنجیر:

>,Pکه بصورت  ≥بهمراه رابطه   Pترتیب جزئی است مجموعۀ  گفتـه  » مجموعه با ترتیـب جزئـی  «شود یک  نمایش داده می <≥
x,yشود و در صورتی که براي هر  می P∈  داشته باشیمx y≤  وy x≤  یـک ترتیـب کامـل و     ≥در این حالتP,< یـک   <≥

  باشد). می» قبل از«ا ست که به مفهوم pحالت خاص رابطۀ  ≥شود (رابطه  نامیده می» زنجیر«مجموعه با ترتیب کامل و یا یک 
~باشـد،   Pیک ترتیب جزئـی روي   Rاگر  نکته: R      نیـز یـک ترتیـب جزئـی رويP      خواهـد بـود و در ایـن صـورتP,< >p  و

P,< >fباشند.  همزاد یکدیگر می  
  رابطۀ هم ارزي  

نامیـده  » ارزي رابطـه هـم  «الی باشـد، یـک   است، داراي خواص انعکاسی، متقارن و انتق ـ Xاي مانند  اي روي مجموعه  که رابطه Rاگر 
  شود. می

]باشد در این صورت مجموعۀ   Xرابطۀ هم ارزي روي مجموعۀ   Rاگر  کلاسهاي هم ارزي: ]Rx »     کـلاس هـم ارزي تولیـد شـده

  شود بطوري که: گفته می» Rتحت رابطه  xتوسط 

[ ] { }Rx y | y x ,xRy= ∈  

  باشند: ارزي داراي خواص زیر میاین کلاسهاي هم 

  ) هیچکدام تهی نیستند.1
  ) از هم مجزا هستند (اشتراکشان تهی است).2
  نماید. را که رابطۀ هم ارزي روي آن تعریف شده، تولید می X) اجتماعشان مجموعه 3

]خاصیت فوق مجموعۀ همۀ  3با توجه به  ]Rx  عه براي مجمو» پارتیشن«ها یکX  با رابطۀR    نامیده شـده و بـاX / R شـان داده  ن
  شود. می

[ ]{ }R
X x | x XR = ∈  
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  ماتریس روابط

  عضو باشند و: mداراي  Yعضو و مجموعه  nداراي  Xمفروض است. اگر مجموعه   Yبه  Xاز   Rرابطه 

{ }i nX x ,x ,...,x ,...,x1 2=  

{ }i nY y ,y ,...,y ,...,y1 2=  
nآنگاه ماترس  m×  نمایش دهندة رابطۀ R   ازX  بهYشود: ، با قانون زیر تعریف می  

i j
ij

i i

x Ry
r

x Ry

1= 
o

 

  باشد: Xیک رابطه روي مجموعه  Rاگر  نکته:

اگـر بعضـی   است و » غیرانعکاسی«است و اگر همه صفر باشند رابطه » انعکاسی«باشند رابطه  1اگر قطر اصلی ماتریس همه یک  -1
  صفر و بعضی یک باشند رابطه نه غیرانعکاسی و نه انعکاسی است.

اگر ماتریس نسبت به قطر اصلی متقارن باشد، رابطه متقارن است و اگر ماتریس نسبت بـه قطـر اصـلی نامتقـارن باشـد، رابطـه        -2
  نامتقارن یا ضدتقارنی است.

  گراف رابط

) در نظر گرفت nodeیک گره (  Yو یا  Xتوان به ازاي هر یک از اعضاي  باشد، براي ایجاد گراف روابط می Yبه  Xاي از  رابطه Rاگر 
  دار نمایش داد. و وجود رابطه را با خطوط جهت

X  Y 

  xRyگراف مربوط به عبارت 

  باشد: Xیک رابطه روي مجموعه   Rاگر  نکته:

اسـت و  » غیرانعکاسـی «ها نباشد، رابطه  اي در گره است و اگر هیچ حلقه» انعکاسی«اگر در هر گره یک حلقه موجود باشد رابطه  -1
  ها داراي حلقه باشند، رابطه نه انعکاسی است و نه غیرانعکاسی.   اگر بعضی از گره

اي وجـود   گر خطوط رفت و برگشت بین هـیچ دو گـره  دار بصورت رفت و برگشت باشند رابطه متقارن است و ا اگر خطوط جهت -2
  نداشته باشد، رابطه نامتقارن است.

  تابع

 fدر رابطه باشـد، در ایـن صـورت     Yحداکثر با یک عضو از مجموعۀ  Xباشد، بطوري که هر عضو مجموعۀ  Yبه  Xاي از  رابطه fاگر 
  شود. نامیده می» تابع«یک 

x,y f x,z f y z< >∈ ∧ < >∈ ⇒ =  
  شود. ش تابع از عبارت زیر استفاده میبراي نمای

f  یا : X Y→  
fX Y→  

x,yو به جاي عبارت  f< yاز عبارت  ∋< f (x)= گردد.  استفاده می  
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fدر تابع  دامنه و برد تابع: : X Y→ مجموعه ،X همان دامنۀ تابع است و برد تابع مجموعۀ مقادیري از ،y باشد که براي هـر   می

yوجود داشته باشد که  xیک حداقل یک  f (x)=.  

{ }f fD XR y | x X,y f (x)= = ∃ ∈ =  
fRشود و  نامیده می fتابع » هم دامنه« Yمجموعه   باشد، Yبه  Xاگر تابع، تابعی از هم دامنه:  Y⊆ (برد تابع)  

nبرابر  Yعضوي   mو   Xعضوي  nدوتایی ممکن بین دو مجموعۀ   : تعداد رابطۀنکته m2 برابـر    Yبه  Xهاي ممکن از  و تعداد تابع ×
nm باشد. مجموعۀ توابع قابل تعریف از  میX  بهY  باxY شود. نمایش داده می  

fتابع  تابع یک به یک (انژکتیو): X Y→ ، بـه اعضـاي   Xشود هرگاه اعضاي متمایز مجموعه  یک تابع یک به یک گفته می →

  متناظر شوند. Yمتمایز مجموعه 

x ,x X ; x x f (x ) f (x )1 2 1 2 1 2∀ ∈ ≠ ⇒ ≠  
f  و یا: (x ) f (x ) x x1 2 1 2= ⇒ =  
fتابع  پوشا (سورژکتیو): تابع : X y→شود هرگاه  یک تابع پوشا نامیده میfR Y= :و یا  

y Y , x X ; f (x) y∀ ∈ ∃ ∈ =  

  تابعی که هم یک به یک و هم پوشا باشد. ژکتیو): تابع پوشا و یک به یک (بی

  تحدید و توسیع تابع

Aست و مفروض ا  Yبه  Xاز  fتابع  X⊆ در این صورت تابع ،f (A × Υ)I    کـه تـابعی ازA   بـهY   تحدیـد تـابع   «باشـد،   مـیf 

fگفته شده و بصورت » Aنسبت به 
A شود. اگر با  نمایش داده میg  ،نمایش داده شودg »تحدید «f  وf »و یـا گسـترش   » توسیع

  شود. نامیده می gیافته 
g  در این حالت: f g fa A , g(a) f (a) ; D A ; D X ; D D∀ ∈ = = = ⊆  

  ترکیب توابع

و  gخواهد بـود و ترکیـب    Zبه  Xدر صورت وجود تابعی از  gofباشد آنگاه  Zبه  Yتابعی از   gو تابع   Yبه  Xیک تابع از  fاگر تابع 
f شود. نامیده می  

{ }gof x,z | x X z Z ( y Y ; f (x) y , g(y) z= < > ∈ ∧ ∈ ∧ ∃ ∈ = =  
f  در این حالت روابط زیر برقرارند: f g gofD X R D D X= ⊆ =  

  شوند:  بصورت زیر بیان می  gofدو شرط وجود ترکیب 

gofD X=-1  

x,z gof , x,z gof z z1 2 1 2< >∈ < >∈ ⇒ =-2  
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  دو خاصیت مهم ترکیب دو تابع عبارتند از:

gofتوان همواره گفت:  در ترکیب توابع خاصیت جابجایی وجود ندارد یعنی نمی -1 fog=  
- 2 ho(gof ) (hog)of=  

  وارون تابع و تابع وارون 

  شود: وارون یک رابطه (یا تابع) بصورت زیر تعریف می

R اي از  رابطهX  بهY { }R x,y | y,x R= < >< >∈%  

ffDباشد آنگاه  Yبه  Xعی از تاب fاگر  R=%  ولیf% ممکن است تابعی ازY  بهX  نباشد. اگرf : X Y→      یک تـابع یـک بـه یـک

fباشد ولی اگر  Xبه   Yتابعی از  %fکند که  یک تابع خواهد بود ولی این شرط ضمانت نمی %fباشد آنگاه  : X Y→   یک به یـک

fبا %fباشد. در این حالت  می Xبه  Yتابعی از  %fژکتیو)  باشد، آنگاه  و پوشا (بی » fتـابع وارون  «شـود و بـه آن    نمایش داده مـی  −1

fشود و  نامیده می» وارون پذیر«تابع  fوجود داشته باشد،   fشود. اگر تابع وارون  گفته می   نیز یک به یک و پوشا خواهد بود. −1
  توان رابطۀ زیر را بیان کرد: براي تابع وارون می

(gof ) f og1 1 1− − −=  
هـاي اول و   ، متشکل از زوجهاي مرتبـی کـه مولفـه   Xتابع همانی یا نگاشت همانی، تابعی است در یک مجموعه مانند  تابع همانی:

xIدوم آن یکسان باشند، تابع همانی بصورت  : X X→ شود. نمایش داده می  

fبراي دو تابع مفروض  نکته: : X Y→  وg : Y x→ ؛ تابعg   برابرf yfogخواهد بود اگر و تنهـا اگـر:    −1 I=  وxgof I=  و

  نیز:

xfoI f=  
x  باشد: Xبه  Xتابعی از  fو اگر  xfoI I of f= =  
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  تست

    با طول حداقل چقدر است؟ Bبه  Aتعداد مسیرهاي متفاوت از  -1

1 (28  

2 (7
4

 
 
 

  

3 (!
! ! !
11

4 4 3  

4 (!
! !

11
4 7  

!توان نوشت برابر  می TALLAHASEEهاي مختلفی که با حروف موجود در  انواع ترتیب -2
! ! ! ! ! !

10
3 2 2 1 1  151200یعنی  1

    هاي کنار هم ندارند؟Aها،   است. چند مورد از این ترتیب

1 (35280  2 (141120  3 (70560  4 (211680  
)از نقطه  xyzخواهیم در فضاي  فرض کنید می -3 , , )o o o ) به نقطه, ,3 4 ) برسیم، مشروط بر این کـه در هـر مرحلـه    5

    هاي متمایز برابر است با: جهت مثبت یکی از محورها حرکت کنیم، تعداد راه یک واحد در

1 (!
! ! !
11

2 3 4  2 (!
! ! !
12

2 3 4  3 (!
! ! !
12

3 4 5  4 (!
! ! !
11

3 4 5
  

صندلی بنشینند، بـه طـوري کـه یـک در      12توانند و در یک میز دایره شکل با  دختر می 6پسر و  6ـ به چند طریق 4
ها یکسانند و فقط موقعیت افراد نسبت به هم اهمیـت   میان پسر و دختر نشسته باشند؟ (فرض بر این است که صندلی

  دارد؟

1 (( !)26  2 (! !6 5  3 (!
( !)2
12
6

  4 (!
!

12
6  

}تعداد اعدادي از مجموعه  -5 }, , ,...,1 2 3   باشد. 7را به دست آورید که مجموع ارقام آنها برابر 100000

1 (462  2 (330  3 (400  4 (300  
  پذیرند، برابر است با ..........   بخش 11یا بر  9که بر  2000تعداد اعداد کوچکتر یا مساوي  -6

1 (383  2  (403  3 (380  4 (400  
شود. به چند طریق می تـوان جـوایز را    نفر جایزه داده می 3کنند و به  نفر در مسابقه دو شرکت می 10فرض کنید  -7

    اعطا کرد؟

1 (120  2 (240  3 (360  4 (720  
شود. دو شرکت کننده در این مسابقه را  نفر جایزه داده می 3کنند و به  نفر در مسابقه دو شرکت می 10فرض کنید  -8

  توان جوایز را اعطا کرد، مشروط بر این که این دو دونده جزو سه نفر نخست باشند؟ گیرید. به چند طریق میدر نظر ب

1 (60  2 (48  3 (24  4 (30  
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}مجموعه  -9 }A , , ,...,1 2 3     مفروض است. =10

aتوان دو عدد صحیح از مجموعه  ) به چند طریق مختلف میA انتخاب نمود؛ به طوري که مجموع آنها عددي زوج باشد؟  

bتوان دو عدد صحیح از مجموعه  ) به چند طریق مختلف میA انتخاب نمود؛ به طوري که مجموع آنها عددي فرد باشد؟  

1 (a (2500  ،b (2500  2 (a (2500  ،b (2450  3 (a (2450  ،b (2450  4 (a (2450  ،b (2500  
    باخت اتفاق بیافتد برابر است با: 2تساوي و  2برد،  6وتبال تعداد حالاتی که مسابقه ف 10در  -10

1 (630  2 (2520  3 (100  4 (1260  
اي ترتیب دهیم به طوري که هر دو تیم دقیقاً یک بار با هم بازي کنند. اگـر در هـر    خواهیم مسابقه تیم می 10بین  -11

    ها لازم است؟ روز براي برگزاري تمام بازيروز هر تیم حداکثر یک بار بازي کند حداقل چند 

1 (8  2 (9  3 (10  4 (11  
جلد کتاب مشخص هیچ کدام مجاور یکدیگر  5کتاب را در یک قفسه چید به طوري که  12توان  به چند طریق می -12

    قرار نگیرند؟

1 (42  2 (21  3 (35  4 (56  
ه نه توان دوم کامل، نه توان سوم کامل و نه تـوان  وجود دارد ک 1000چند عدد صحیح و مثبت کوچکتر یا مساوي  -13

    چهارم کامل باشد؟

1 (954  2 (959  3 (960  4 (962  
ایجاد نمود، به شرط این که آخرین رقم (کـوچکترین رقـم)    9تا  oتوان به وسیله ارقام  چند عدد چهار رقمی می -14

    صفر باشد و تکرار رقم مجاز نباشد؟

1 (560  2 (1008  3 (504  4 (729  
اي  چهار کتاب مخلتف ریاضیات، شش کتاب مختلف فیزیک و دو کتاب مختلف شیمی قرار است که در کتابخانـه  -15

هـا وجـود    هاي ریاضی باید در کنار یکدیگر گذاشته شوند، چند راه مختلف براي چیدن کتاب گذاشته شوند، اگر کتاب
    دارد؟

1 (! !9 4×  2 (! ! ! !4 6 2 3× × ×  3 (( !)
! !

29
4 3×

  4 (! ! ! !9 4 2 6× × ×  

n ،nتعداد اعداد طبیعی  -16     پذیر است برابر است با: بخش 11یا بر  7بر  nکه  ≥1000

1 (200  2 (205  3 (220  4 (210  
    برابر تعداد اضلاع است؟ 3نتظم، تعداد قطرها هاي م ضلعی nدر کدام یک از  -17

  ) نه ضلعی4  ) هشت ضلعی3  ) هفت ضلعی2  ) شش ضلعی1
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)nدر معادله  nxضریب  -18 x)21+ :برابر است با    

1 (n
n

221
2

 
 
 

  2 (n
n

2 12 1
− 

 − 
  3 (

n

k

n
k

2

=

 
 
 

∑
o

  4(
n

k

n n
n kk

1 1
1

−

=

+  
  −+   

∑
o

  

x)در بسط  x18ضریب  -19 x x )2 3 4 7+     برابر است با: +

1 (224  2 (200  3 (161  4 (105  
ادار اسـت  حـرف صـد   2صدا و  حرف آنها بی 4حرفی که  6حرف) تعداد کلمات  26در مجموعه الفباي انگلیسی ( -20

    توانند تکراري باشند). باشد) برابر است با: (حروف نمی تا می 5(تعداد حروف صدادار 

1 (!4 22 5 6× ×  2 (!
21 56 4 2

  
  

  
  3 (!

! !
21 56
4 24 2

  
  

  
  4 (!

! !
21 56
2 44 2

  
  
  

  

}چند زیرمجموعه از اعداد  -21 }, ,...,1 2     شامل حداقل یک عدد فرد است؟ 20

1 (192  2 (20
10

 
 
 

  3 (1010 22
 
 
 

  4 (( )10 102 2 1−  

    را طی کرد؟ bو  aتوان کوتاهترین مسیر بین  از چند مسیر ممکن می -22

1 (!6  2 (!11  

3 (! !6 5  4 (11
5

 
 
 

  

}هاي  از زیرمجموعه (A,B)هاي  توان جفت به چند طریق می -23 }, ,...,n1 را انتخـاب   2
Aنمود به طوري که  B⊆ ؟  

1 (n3  2 (n( )3 2 1−  3(n n n4 3 2− +  4 (n n n n5 4 3 2 1− + − +  
توانند دور یک میـز گـرد    نفره، متشکل از پدر و مادر، دو پسر و دو دختر به چند طریق می 6اعضاي یک خانواده  -24

    ند به طوري که دو پسر در دو طرف مادرشان قرا رگیرند؟  بنشین

1 (4  2 (12  3 (48  4 (125  
)براي رفتن از نقطه   XYدر صفحه  -25 , )1 )به نقطه  2 , چند مسیر وجود دارد به شرطی که در هر قدم مسیر یـا   1015(

فقط بتوان یک واحد به طول نقطه اضافه شود (یک قدم به سمت راست) یا یک واحد به عرض نقطه اضافه شود (یـک  
    قدم به سمت بالا)؟

1 (( )!
! !

11 17
11 17

+  2 (( )!
! !

9 13
13 9
+  3 (( )!

! !
10 2
10 2

+  4(( )!
! !

15 1
15 1

+  

xهاي طبیعی نامعادله  تعداد جواب -26 x ... x1 2 6 15+ + +     کدام است؟ >

1 (14
7

 
 
 

  2(20
5

 
 
 

  3(14
6

 
 
 

  4 (20
6

 
 
 
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از اعـداد صـحیح را بیابیـد بـه طـوري کـه        (a,b,c,d)هـاي   ، تعداد چهار تـایی nبه ازاي عدد صحیح و مثبت  -27
a b c d n≤ ≤ ≤ ≤ ≤o.    

1 (n
4

 
 
 

  2 (n4 4
 
 
 

  3(n 4
4
+ 

 
 

  4 (n 12 4
+ 

 
 

  

}مجموعۀ  -28 }A , ,...,1 2 Aهاي  توان زیرمجموعه داده شده است. به چند طریق می =8 ,...,A1 را انتخاب کـرد بـه    5

iطوري که 
i

A A
5

1=

=U ) باشدA ,...,A5     لزوماً متمایز نیستند.) 1

1 (58  2 (85  3 (328  4 (831  

aضریب  -29 bc3 در عبارت( a b c)52 5+     برابر است با: +

1 (40  2 (80  3 (400  4 (800  
aتوان سه تایی مرتب ( به چند طریق می -30 ,a ,a1 2 a) را انتخاب کرد به طوري که اعداد 3 ,a ,a1 2 صـحیح باشـند و    3

a a a1 2 31 8< < < <    

1 (20  2 (35  3 (56  4 (120  

یک عدد طبیعی باشد. مقدار عبارت  nفرض کنید  -31
n i

i j

i n
j i= =

  
  
  

∑∑
o o

    برابر است با: 

1 (n 12 1+ −  2 (n3  3 (n 12 1+ +  4 (n n4 3 2− +  

}مجموعه  -32 }A , , ,...,1 2 3     را در نظر بگیرید. کدام گزینه صحیح است؟ =37

  هستند. 5یا مضرب  3، مضرب Aعضو مجموعه  18) دقیقاً 1
  هستند. 7یا مضرب  2، مضرب Aعضو مجموعه  23) دقیقاً 2
  خواهد بود. 7یا مضرب  2انتخاب شود، حداقل یکی از عضوهاي این زیرمجموعه مضرب  Aعضوي از  17) اگر یک زیرمجمعه 3
  خواهد بود. 5یا مضرب  3انتخاب شود، حداقل یکی از عضوهاي این زیرمجموعه مضرب  Aعضوي از  20) اگر یک زیرمجموعه 4

    شود؟ ع دیده میچند مرب 20×  20در یک صفحه شطرنج  -33

1 (2240  2 (2870  3 (2980  4 (2360  
    دارند؟ 1شوند یا بیت چهارم  شروع می 100بیتی با  8چند رشته  -34

1  (5 72 2+  2 (5 4 72 2 2+ −  3 (5 7 42 2 2+ −  4 (5 42 2+  

}ـ چند زیرمجموعه اعداد   35 }, , , ...,1 2 3 و داراي این خاصیت است که جمع کوچکترین و بزرگتـرین عضـو آن    12
  است؟ 13برابر 

1 (( )−61 4 13  2 (( )−63 4 12  3 (( )−43 4 1  4 (( )−45 4 1  

http://www.SANJESH.IR


 گسستهساختمان 
WWW.SANJESH.IR     »49« 

 
    شود؟ 9رقمی وجود دارد به طوري که مجموع ارقام آن برابر  4چندعدد  -36

1 (12
3

 
 
 

  2 (11
3

 
 
 

  3 (13
4

 
 
 

  4 (12
4

 
 
 

  

}هاي ناتهی اعداد  تعداد زیرمجموعه -37 }, , ,...,1 2 3 که حاصلضرب عضوهاي آن زیرمجموعه، مضرب چهار نیسـت،   9
    چند تا است؟

1 (96  2 (95  3 (319  4 (320  
  هاي صفر و یک که هر سطر آن شامل تعداد زوج درایه یک است، چقدر است؟ با درایه 5×6هاي  تعداد ماتریس -38

1 (292  2 (282  3 (252  4 (242  

iفرض کنید  -39 k

i

n
f (n,k) ( ) (n i)

i
1

∞

=

 
= − − 

 
∑

o
    باشد. کدام گزاره نادرست است؟ 

1 (f ( , )4 4 24=  2 (f ( , )3 3 6=  3 (f ( , )4 5 = o  4 (f ( , )5 4 = o  
مهره غیرهمانند را در سه جعبه غیرهمانند توزیع کرد به طوري که در جعبه اول تعـداد   21توان  می به چند طریق -40

    ها قرار گیرند؟ ها و در جعبۀ دوم تعداد فردي از مهره زوجی از مهره

1 (( )211 3 14 +  2 (( )211 3 12 +  3 (( )211 3 14 −  4 (( )211 3 12 −  

  دوچرخه به کار رود، در این صورت حداقل چند تا از آنها هم رنگ خواهد بود؟ 50اگر هفت رنگ براي رنگ کردن  -41

1 (8  2 (6  3 (9  4 (5  
عدد صحیح مثبت انتخاب کنیم حداقل باقیمانده چند عدد از آنها بر عدد هفت با یکدیگر مساوي خواهـد   8اگر  -42
    بود؟

1 (1  2( 3  2 (4  4 (2  
  پذیر است؟ بخش Mعدد صحیح متوالی بر  Mحداقل چند عدد از هر  -43

1 (2  2 (1  3 (4  4 (o  
حداقل باید چه مقدار  nانتخاب کند، آنگاه  2نقطه به دلخواه از یک مثلث متساوي الاضلاع به ضلع  nاگر شخصی  -44

    باشد تا مطمئن باشیم دو نقطه وجود دارند که فاصله آنها کوچکتر یا مساوي یک است؟

1 (4  2 (5  3 (6  4 (7  
,حداقل چند عدد باید از تصاعد حسابی   -45 , ,...,1 4 7 انتخاب شود به طوري که مطمئن باشیم دو عدد متمایز بـا   100

    اد انتخابی وجود دارد؟در بین اعد 104مجموع 

1 (18  2 (19  3 (20  4 (21  
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a*عبارت  -46 b c d e /g / h− + » پرانتزگـذاري «توان به درستی  با فرض اعمال اولویت عملگرها را به چند طریق می−
با مقدار اصلی برابر شود؟ فرض بـر آن اسـت کـه دور     hتا  aکرد به طوري که مقدار عبارت حاصل به ازاي همه مقادیر 

شود. یک عبارت پرانتزگذاري شده باید صفر یـا تعـداد زوجـی پرانتـز      یکم متغیر تنها در عبارت پرانتز گذاشته نمی
a))داشته باشد. مثلاً  b) c)+ aو  + (b c)+ aو  + b c+ aسه عبارت پرانتزگذاري شده درست براي  + b c+ است  +

(a)ولی  b c+     درست نیست. +

1 (1  2 (32  3 (64  4 (128  
به طوري کـه  ها قرار داد  ها را در جعبه توان کارت موجود است. به چند طریق می 9تا  oکارت و جعبه با شماره  10 -47

    در هر جعبه دقیقاً یک کارت و هیچ کارت با شماره زوج در جعبه با شماره یکسان با خودش قرار نگیرد؟

1 (i

i
( ) ( i)!

i

5 101 5
=

 
− − 

 
∑

o
    2 (i

i
! ( ) ( i)!

i

5 55 1 5
=

 
− − 

 
∑

o
    

3 (i

i
( ) ( i)!

i

10 101 10
=

 
− − 

 
∑

o
    4 (i

i
( ) ( i)!

i

5 51 10
=

 
− − 

 
∑

o
  

به صورت زیر ایجاد کنیم. ابتدا یک کلمه معنـادار یـا    Aاز حروف انگلیسی به جز حرف  5×5خواهیم جدولی  می -48
نویسیم (در صـورتی   معنا را که حروف تکراري آن وجود ندارد از چپ به راست با شروع از ردیف اول این جدول می بی

شود). سپس، حروف باقیمانـده را بـه ترتیـب الفبـاي     که کلمه طولانی باشد ممکن است در چند ردیف جدول نوشته 
    هاي ممکن را بیابید. دهیم. تعداد جدول هاي جدول قرار می انگلیسی در خانه

1! (25  2 (
i i

25

1

25
=

 
 
 

∑  3 (!24 25×  4 (
i i

26

1

26
=

 
 
 

∑  

اي متقاطع نباشند.  خط افقی رسم کنیم به طوري که هیچ دو نیم دایره نیم دایره را بررو و بالاي یک nفرض کنید  -49
n) زیر دو روش ممکن براي انجام این کار به ازاي b) و (aهاي ( در شکل nرسم شده اسـت. نتـایج بـراي     =2 در  =3
    ) رسم شده است.g) تا (cهاي ( شکل

  
nاي ممکن براي انجام این کار را به ازاي ه  تعداد روش   بیابید. =5

1 (110  2 (64  3 (56  4 (42  
بعدي انتخاب کنیم، تا مطمئن شویم که مختصات وسط دو نقطه  3حداقل چند نقطه با مختصات صحیح در فضاي  -50

  از آنها نیز عدد صحیح است؟

1 (4  2 (5  3 (8  4 (9  
}از مجموعه  -51 }, , ,...,1 2 3   پذیر باشد؟ تقسیم 3عدد انتخاب نمود که مجموعشان بر  3توان  به چند طریق می29

1 (1221  2 (1222  3 (1223  4 (1224  
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  ها پاسخنامه تست

  ) صحیح است.4گزینه ( -1
( )!

! !
4 7
4 7
+  

  ) صحیح است.3گزینه ( -2

!  هاي سایر حروف برابر است با: اد جایگشتگیریم، تعد ها را در نظر نمی  Aابتدا 
! !
7

2 2  

8باید در این فضاها قرار گیرند که تعداد حالات برابر است با  Aعدد  3فضا وجود دارد که  8بین این حروف 
3

 
 
 

. بـا ضـرب ایـن دو،    

  شود. حاصل می» 3«گزینه 
  ) صحیح است.3گزینه ( -3

( )!
! ! !

3 4 5
3 4 5
+ +  

  ) صحیح است.2گزینه ( -4

طریـق   5طریق و پسرها بـه !  6!اي، یک شیء را ثابت فرض کنید. اگر یک پسر ثابت فرض شود آنگاه دخترها به  در جایگشت دایره
  )5!6پس: (!

  ) صحیح است.2گزینه ( -5
aهاي صحیح و نامنفی معادلۀ  ) کافیست جوابabcdeبگیریم ( eو  dو  cو  bو  aاگر ارقام را  b c d e 7+ + + +   را حساب کنیم:=

7 5 1 3305 1
+ − 

= − 
 

  ) صحیح است.1گزینه ( -6

n(A) 2000 2229
 = =  

9پذیر بر  تعداد اعداد بخش  

n(B) 2000 18111
 = =  

11پذیر بر  تعداد اعداد بخش   

n(A B) 2000 2099
 ∩ = =  

99پذیر بر  تعداد اعداد بخش   

  پذیرند برابر است با: بخش 11یا بر  9بنابراین تعداد اعدادي که بر 

n(A B) 222 181 20 383∪ = + − =  
  ) صحیح است.4گزینه ( -7

10اگر جوایز یکسان باشند:  1203
 

= 
 

)و اگر جوایز متفاوت باشند:   )310   . که البته متفاوت بودن جوایز منطقی است.=720

  ) صحیح است.2گزینه ( -8
طریـق   3نفـر بـه !   3توان نفر سـوم را انتخـاب کـرد. حـال ایـن       طریق می 8مانند. پس به  نفر باقی می 8دو دونده را انتخاب کرده، 
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8!  توانند نفرات اول تا سوم شوند: می 3 48× =  
  ) صحیح است.4ینه (گز -9

عـدد را از اعـداد زوج یـا فـرد انتخـاب کـرد.        2حاصل جمع دو عدد وقتی زوج است که یا هر دو زوج یا هر دو فرد باشند. پس باید 
50 50 24502 2

   
+ =   

   
و حاصل وقتی فرد است که یکی زوج و یکی فرد باشد.     

× =   
   

50 50 25001 1
  

  ) صحیح است.4گزینه ( -10

! !
! ! ! !

10 4 2 10 4 10 9 8 7 12606 2 2 6 4 2 2 4
    × × ×

= = =   
   

 

  ) صحیح است.2گزینه ( -11
  بازي قابل انجام است. 5باشد و در هر روز حداکثر  می 45ها برابر  تعداد کل بازي

  ) صحیح است.4گزینه ( -12

8فضاي خالی وجود دارد. که به  8کتاب  7گوییم بین  جلد کتاب را  جدا کرده و سپس می 5
5

 
 
 

فضـا انتخـاب    5تـوان   حالـت مـی   

  ها اهمیت ندارد. کرد. در این تست ظاهراً جایگشت کتاب
  ) صحیح است.4گزینه ( -13

عددي که توان دوم کامل نیست، توان چهارم کامل هم نیست. بنابراین کافیست تعداد اعدادي را بیابیم که نه توان دوم کامـل و نـه   
  توان سوم کامل هستند:

k k n(A)21 1000 1 31 31→ ≤ ≤ → ≤ ≤ → Aاعداد مربع کامل= :  

k k n(B)→ ≤ ≤ → ≤ ≤ → =31 1000 1 10 Bکامل 3اعداد توان 10 :  

A B: k k n(A B)61 1000 1 3 3∩ → ≤ ≤ → ≤ ≤ → ∩ =  

n(A B)∩ = − − + =1000 31 10 3 962  
  ) صحیح است.3گزینه ( -14

7 8 9 1 504= × × ×   ها تعداد انتخاب =
  ) صحیح است.1گزینه (-15

هـاي   جایگشت دارند. خود کتـاب  9شی متفاوت هستند که ! 8کتاب دیگر،  8شوند که همراه  هاي ریاضی یک دسته فرض می کتاب
  جایگشت دارند. 4ریاضی نیز !

  ) صحیح است.3گزینه (-16

n(A) 1000 1427
 → = =  

7Aپذیر بر  اعداد بخش :  

n(B) 1000 9011
 → = =  

11Bپذیر بر  اعداد بخش :  
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n(A B) 1000 1277
 → ∩ = =  

77Aپذیر بر  اعداد بخش B :∩  

n(A B) 142 90 12 220→ ∪ = + − =  
  ) صحیح است.4گزینه (-17

n n(n )n n1
2 2

  −
= − = − 

 
  تعداد قطرها

n(n ) nn n n1 13 1 3 92 2
− −

⇒ − = ⇒ − = =  

  ) صحیح است.3و  2گزینه (-18
( n)! ( n)( n )!
n!n! n!n!
2 2 2 1−

= nضریب = n( ) (x)1 ⇒  

n( n )!
n(n )!n!

2 12 12 2 11
− −

= =  −−  
  ⇒ضریب

دانیم  از طرفی می
n

k

n n
n k

22
=

  
=   

   
∑

o
  هر دو صحیح هستند. 3و  2. پس گزینه 

  ) صحیح است.3(گزینه -19
a b c(x ) (x ) (x )2 3 4  

)b ,c ,a
a b c

b c ) b ,c ,a
a b c

)b ,c ,a

1 2 57 2 4 2 2 1 42 3 4 18 3 4 3

= = =
+ + = ⇒ ⇒ + = → = = = + + =  = = =

o

o
 

!
! !
7 212 5=   1ضریب (=

!ضریب نهایی=161
! !
7 1052 4= =  2ضریب (⇒

!
! !
7 354 3=   3ضریب (=

  ) صحیح است.2گزینه (-20

!
5 21 642

  
  

  
 

  ) صحیح است.4گزینه ( -21

20اسـت پـس جـواب     102هـایی کـه فـرد عـدد ندارنـد برابـر        است و زیرمجموعه 202ها برابر  تعداد کل زیرمجموعه 102 یعنـی   −2

( )10 102 2   باشد. می −1
  ) صحیح است.4گزینه ( -22
  ) صحیح است.1گزینه ( -23

  جواب است. n3نباشد. پس  Bو  A) در 3باشد.  Bو  A) در 2نباشد.  Aباشد در  B) در 1حالت دارد:  3هر عضو مجموعه 

)b  زوج
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  ) صحیح است.2گزینه ( -24
 4اي ایـن   شوند. جایگشت دایـره  شی می 4دختر و پدر جمعاً  2گیریم که به همراه  دو پسر به همراه مادرشان را یک شی در نظر می

2!شوند پس جواب  حالت با هم جابجا می 2است و دو پسر نیز  3شی برابر ! 3 12×   باشد. می =
  ) صحیح است.2گزینه ( -25

(( ) ( ))! ( )!
( )!( )! ! !
10 1 15 2 9 13
10 1 15 2 9 13

− + − +
=

− −
  

  
  ) صحیح است.3گزینه ( -26

( )
x x ... x x1 2 6 7

14 14 6 7 1 146 7 1
− + −   

= ⇐ + + + + =   −     
  ) صحیح است.3گزینه ( -27

nتوان به ازاي  می )حالت وجـود دارد:   5بررسی کرد که  =1 , , , )o o o o  و( , , , )1o o o  و( , , , )11o o  و( , , , )111o  و( ), , . فقـط  1111,
nبه ازاي  3گزینه    شود. می 5برابر  =1
nxهاي صحیح و نامنفی تایی برابر تعداد جواب 4هاي  توان ثابت کرد که تعداد دسته می x ... x1 2 4+ + + باشد که این تعداد  می ≥

  است. 3برابر گزینه 
  ) صحیح است.4گزینه (-28

32هر عضو داراي  1 31− حالـت   32باشـد. یعنـی    5Aتـا   1Aهاي  تواند در هر یک از زیر مجموعه انتخاب است. زیرا هر عضو می =
  ولی یک حالت که عضو، در هیچ یک نیست قابل قبول نیست.

  ) صحیح است.4گزینه ( -29
!( ) ( ) ( )

! ! !
3 52 1 5 40 20 8003 1 1= × × × = ×   ضریب=

  ) صحیح است.1گزینه ( -30

6، سه عدد متمایز انتخاب کنیم که برابر 7تا  2درواقع باید از اعداد  203
 

= 
 

  باشد. می

  ) صحیح است.2گزینه ( -31
  کنیم: روش اول عدد گذاري می

= حاصل1   n = ⇒o  
i

i j

i
n

j i= =

           
= ⇒ = + + =           

           
∑∑

1

0

1 1 1 1 1 11 31 1 1o

o
o o o

  

i

i j

i
n

j i

2 2 2 1 2 1 2 2 22 1 1 1 2= =

              
= ⇒ = + + +              

              
∑∑

o o

o
o o o o

  

2 2 2 2 1 2 2 1 2 1 91 2 2 2
     

+ + = + + + + + =     
     
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  تواند صحیح باشد. می 2فقط گزینه 

  کنیم: را محاسبه می∑روش دوم حاصل 
n i n n

i n n

i j i i

i n n i i i n
... ( )

j i i i i
2 2 1 31= = = =

             
= + + + = × = + =             

             
∑∑ ∑ ∑

o o o oo
  

  ) صحیح است.3گزینه ( -32
37 123

 = =  
  3تعداد مضارب 

37 75
 = =  

  5مضارب تعداد 

37 182
 = =  

  2تعداد مضارب 

37 57
 = =  

  7تعداد مضارب 

37 215
 = =  

  15تعداد مضارب 

37 214
 = =  

  14تعداد مضارب 

12نادرست است  1گزینه  7 2 17= + − =   5یا  3تعداد مضارب  ⇒
18نادرست است  2گزینه  5 2 21= + −   7یا  2تعداد مضارب  =

 20باشد پس ممکن است هر  می 20تاست و تعداد سایر اعداد  17مجموعه برابر  5یا  3) نادرست است زیرا تعداد مضارب 4گزینه (
 2اعدادي کـه مضـرب    باشد و تعداد می 21برابر  7یا  2درست است زیرا تعداد مضارب  3نباشند. گزینه  5یا  3عدد انتخابی مضرب 

  هستند. 7یا  2عضو مضرب  2عضو انتخاب کنیم، طبق اصل لانه کبوتر حداقل  17باشد. پس اگر  می 16نیستند  7یا 
  ) صحیح است.2گزینه ( -33

...2 2 2 20 21 411 2 20 28706
× ×

+ + + = =  

  ) صحیح است.3گزینه ( -34
  Aشوند =  شروع می 100با 

  Bبیت چهارم یک است = 

| A B | | A | | B | | A B | 5 7 42 2 2∪ = + − ∩ = + −  
  ) صحیح است.1گزینه ( -35

}مجموعه را به شکل  }, , , , , , , , , , ,112 2 11 3 10 4 9 5 8 6   نویسیم بنابراین: می 7
  است = جواب 12و  1هایی که کوچکترین و بزرگترین عضوش  + زیرمجموعه

( , ) ( , ) ( , ) ( , )3 10 4 9 5 8 6 7+ + +   است 11و  2هایی که  زیرمجموعه +
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( )
6

10 8 6 4 2 5 4 3 2 1 64 1 12 2 2 2 2 2 4 4 4 4 4 4 4 14 1 3
−

= + + + + + = + + + + + = = −
−

o o  

  ) صحیح است.2(گزینه  -36
a b c d

A b c d
a

9 8 4 1 1181 4 1 3
+ + + = + −   

⇒ + + + = ⇒ =   ≥ −   
  

  ) صحیح است.2گزینه ( -37
  نباید با هم انتخاب شوند پس 2و  6را انتخاب کرد و همچنین  8و  4نباید  
  = جواب 6و  2+ فاقد  6فاقد  2+ شامل  2فاقد  6شامل 

5 5 52 2 2 96= + + =  
  است. 95اما چون سوال گفته ناتهی جواب 

  ) صحیح است.3گزینه ( -38

 5حالاتی است که تعداد صـفرهاي هـر سـطر زوج اسـت و چـون       52حالت که نصف این حالات یعنی  62درایه دارد و  6هر سطر 

)سطر وجود دارد پس  )5 5 252   جواب است. =2
  ) صحیح است.4گزینه ( -39

تابع پوشـا وجـود نـدارد و وقتـی      n < kدانیم وقتی  عضوي است و می kعضوي به  nنوشته شده تعداد توابع پوشا از مجموعه  فرمول
n k≥ .تابع پوشا وجود دارد  

  ) صحیح است.1گزینه ( -40

حالت دارد: (فـرد و زوج و زوج) و (زوج   4پذیر است. این توزیع  الت امکانح 213جعبه ناهمانند به  3مهره ناهمانند داخل  21توزیع 
و فرد و زوج) و (زوج و زوج و فرد) و (فرد و فرد و فرد) حالت (فرد و فرد و فرد) یکـی کمتـر از بقیـه اسـت و سـایر حـالات بـا هـم         

)مساوي هستند پس  )211 3 14   باشد. تعداد حالاتی است که (زوج و فرد و زوج) می +

  ) صحیح است.1گزینه ( -41
50 87

  =  
  

  ) صحیح است.4گزینه ( -42
  ) صحیح است.2گزینه ( -43
  ) صحیح است.2گزینه ( -44
  باید وجود داشته باشد.کبوتر  5باشند. پس  مثلث به ضلع یک تقسیم کرد که هر یک، لانه می 4توان مثلث را به  می
  ) صحیح است.2گزینه ( -45

}مجموعه را به شکل  { { {, , , , , ,..., , , ,4 100 7 97 10 94 49 55 52 1
  
 
  

جفـت   16شود برابر  می 104می نویسیم. جفت اعدادي که جمعشان  

 شـوند و  تـاي آنهـا وارد یـک لانـه مـی     2کبوتر اگر داشـته باشـیم حـداقل     19لانه، پس  18می شوند  52و  1باشد که به همراه  می
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  شود. می 104جمعشان 

  ) صحیح است.3گزینه ( -46
  تواند پرانتز داشته یا نداشته باشد. شش عملگر وجود دارد که می

a b*c d e / g / h
4 1 5 6 2 3
− + −  

  ) صحیح است.4گزینه ( -47
i)هست  iدر جعبه  iمجموعه حالاتی است که کارت شماره  iA(عدم شمول). فرض کنید  , , , , )2 4 6 8= o     پس با توجـه بـه عـدم
  شمول جواب برابر است با:

A A A A A ! ! ! ! ! !
         

= − + − + −         
         

2 4 6 8
5 5 5 5 510 9 8 7 6 51 2 3 4 5o  

  ) صحیح است.1گزینه ( -48
  حرف جواب است. 25هاي  درواقع همه جایگشت

  ) صحیح است.4گزینه ( -49

n(Cجواب این سوال عدد کاتالان  C5  است پس (
101 4255 1

 
= = +  

  

  ) صحیح است.4گزینه ( -50
حالـت اسـت. مـثلاً (زوج و زوج و زوج) و (فـرد و      8ها، داراي  از نظر زوج و فرد بودن مولفه (x,y,z)یک نقطه با مختصات صحیح 
ر زوج و فرد بودن یکسان خواهد بـود و  نقطه از نظ 2هاي حداقل  نقطه در صفحه انتخاب کنیم، مؤلفه 9زوج و زوج) و ... بنابراین اگر 

iوسط آنها صحیح است. دقت کنید مختصات وسط نقاط  i i(x , y ,z jو  ) j j(x ,y ,z   عبارت است از: (

i j i j i jx x y y z z
, ,2 2 2

+ + + 
 
 

  

  ) صحیح است.4گزینه ( -51
K3و  K3کلاس  3مجموعه را به  K3و  +1   کنیم: افراز می +2

{ } { } { }A( K) , , ,..., , B( K ) , , ,.., ,C( k ) , , ,...,3 3 6 9 27 3 1 1 4 7 28 3 2 2 5 8 29= + = + =  
 Cعضـو   3هـر   -3باشـند.   Bعضـو   3هر  -2باشند.  Aعضو  3هر  -1حالت وجود دارد:  4باشد،  3عدد مضرب  3براي آنکه مجموع 

  از هر مجموعه یک عضو انتخاب شود: -4باشند. 
9 10 10 9 10 10 12243 3 1 13 1

         
= + + + =         

         
  جواب
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  هاي مرتب سوم: مجموعهفصل 
مجموعه بـا   Rرا همراه ترتیب جزیی  Aرا ترتیب جزیی گوییم هرگاه بازتابی ضد متقارن و متعدي باشد مجموعه  Aدر  Rرابطه  -1

  نمایش خواهیم داد. (A,R)ترتیب جزیی نامیده و آن را با 
,A)اگر  -2 ,B)و  ≥( A)دو مجموعه با ترتیب جزیی باشند در این صورت  ≥( B, )× نیز یک مجموعه با ترتیـب جزیـی اسـت     ≥

  که در آن ترتیب جزیی به صورت زیر تعریف شده است:
(a,b) (a ,b )′ aاگر  ≥′ a′≤  درA  وb b′≤ درB .باشد  

Aتعریف شده براي حاصل ضرب دکارتی  ≥ترتیب جزیی  B× گویند. اگر  را ترتیب جزیی حاصل ضرب می(A, یک مجموعه  ≥(
aبا ترتیب جزیی باشد گوییم که  b<  هرگاهa b≤  ولیa b≠ کنیم که  باشد. فرض می(A, ,B)و  ≥( مجموعه بـا ترتیـب    ≥(

Aجزیی باشد. یک ترکیب دیگر در  B×  شود: به وسیله زیر تعریف میشود  نمایش داده می >که با  
(a,b)(a ,b )′ aاگر  ′ a′< یا(b b ,a a )′ ′≤ =  

در  >هاي کاملاً مرتـب باشـند در ایـن صـورت ترتیـب قاموسـی        مجموعه Bو  Aگوییم. وقتی که  این ترتیب را ترتیب قاموسی می
A × Β .نیز یک ترتیب کامل است  

را  ∑یک مجموعه متناهی از علائم باشد در این صورت یک رشته متناهی (شامل صفر عنصر) انتخـاب شـده از    ∑فرض کنید که 
را بـا   ωنـامیم. طـول کلمـه     را الفبا می ∑خواهیم گفت.  ∑کلمه روي بدون نوشتن ویرگول بین عناصر نمایش داده و آن را یک 

| |ω  نمایش داده و از آن به نام کلمه تهی یاد خواهیم کرد. مجموعه تمـام کلمـات    ∧نمایش خواهیم داد. کلمه به طول صفر را با

  شود این بدین معناست که: نمایش داده می ∑kبه صورت  kبه طول 

{ }8∑ =o  

{ }k a | k1+∑ = ω ω∈ ∑ ≥ o  

*مجموعه  ∑مجموعه کلمات با هر طولی روي  k

k≥

∑ = ∑
o

U .خواهد بود  

*مجموعه  ∑همچنین مجموعه تمامی کلمات غیرتهی روي k

k≥

∑ = ∑
o

U     است. بنـابراین بـراي هـرkω∈   داریـم| | kω . اگـر  =

, yω ∈ |به طوري که  ∑ | nω |و  = y | m= به عبارت دیگر ،n...1 2ω = ω ω ω  وmy y y ...y1 در این صورت الحاق دو کلمـه   =2
  کنیم. را به صورت زیر تعریف می

y n m... y y ...y1 2 1 2ω = ω ω ω  

nکه کلمه اي به طول  m+  y| | n mω = +  

  گراف سود دار یک ترتیب جزیی داراي هیچ دوري به طول بزرگتر از یک نیست.
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  نمودار هاس:

داراي هیچ دوري به طول بیشتر از یـک   Aدانید که گراف سودار یک ترتیب جزیی در  یک مجموعه متناهی باشد می Aفرض کنید 
نیست. از طرف دیگر چون یک ترتیب جزیی یک رابطه بازتابی است هر رأسی در گراف سودار یک ترتیب جزیی شامل حلقه اسـت.  

انـد   کنیم و همه یالهایی را که به وسیله یک رابطه متعدي به وجـود آمـده   ها را از گراف سودار حذف می براي سادگی کار همه حلقه
تـوانیم   کنیم، لـذا مـی   دار یک ترتیب جزیی را به طرف بالا رسم میکنیم که جهت یالهاي گراف سو د میکنیم و قراردا نیز حذف می

  جهت این یالها را حذف کنیم. بالاخره دوایر نمایش دهنده رئوس را نیز توسط نقاط نمایش خواهیم داد.
,A)اما گر  ,A)جزیی و یک مجموعه  ≥( ,A)دوگان آن باشد در این صورت نمودار هاس  ≥( ,A)وارون هاس  ≤(   خواهد بود. ≥(

aاگر  b≤  آنگاهa B< >. فرآیند تشکیل یک ترتیب کامل مثل − aگویند. (اگر  را ترتیب توپولوژي می− b≤  آنگاهa    باید قبـل
  وارد شود.) bاز 

A)فرض کنید که  , ),(A, )′ ′≤ fدو مجموعه با ترتیب جزیی و  ≥ : A A′→  یک تناظر یک به یک بینA′  وA   باشد. تـابعf   را
,A)یک تابع یکریختـی از   A)بـه   ≥( , )′ a,bخـواهیم گفـت هرگـاه بـراي هـر       ≥′ A∈    :داشـته باشـیمa b≤     اگـر و تنهـا اگـر

f (a) f (b)′≤  
A)اگر یک تابع یکریختی میان دو مجموعه با ترتیب جزئی  , ),(A, )′ ′≤ وجود داشـته باشـد در ایـن صـورت خـواهیم گفـت کـه         ≥

(A, ),(A , )′ ′≤   یکریخت هستند. ≥
داراي خاصیتی باشند و اگر این خاصیت را بتوان بـه طـور    Aنسبت به یکدیگر و یا نسبت به دیگر عناصر  B(اصل تناظر) اگر عناصر 

  باشند. ≥′نیز باید داراي همان خاصیت تعریف شده به وسیله  ′Bتعریف کرد در این صورت عناصر  ≥کامل به وسیله 
fرا به  Hدر  aیک تابع یکریختی باشد و هر برچسب  fاگر  - (b)   تبدیل کنـیمH     بـه نمـودار هـاس(A , )′ شـود و   تبـدیل مـی   ≥′

  برعکس.
A)به نمودار هاس  Hو   f(a)هرگاه با جایگذاري هر برچسب به وسیله  - , )′   ع یکریختی خواهد بود.یک تاب fتبدیل شود  ≥′

aعنصر  A∈  را یک عنصر ماکزیمالA خواهیم گفت اگر براي هیچ عضو رابطه  C B< .برقرار نباشد  
  نه داراي عضو ماکزیمال است و نه عضو مینیمال.≥با ترتیب جزئی و متعارف  Zمجموعه 

,A)فرض کنید که  ,A)دست کم داراي   Aیک مجموعه با ترتیب جزئی متناهی باشد در این صورت  ≥1( A)و  ≥( , )′ و یـک   ≥′
  عضو مینمال است.

aعنصر  A∈ بزرگترین عضوA شود هرگاه براي هر  خوانده میx A∈ .داشتیم برقرار باشد  
  یک مجموعه با ترتیب جزئی حداکثر داراي یک بزرگترین عضو و یک کوچکترین عضو است.

نمـاییم. بـه طریـق     دهیم و اغلب آن را عضو واحد می نمایش می Iبزرگترین عضو یک مجموعه با ترتیب جزئی را در صورت وجود با 
  نامیم. نمایش داده و آن را عضو صفر می Oمجموعه با ترتیب جزئی را در صورت وجود با مشابه کوچکترین عضو یک 

aاز آن را در نظر بگیرید. یک عضو  Bو زیرمجموعه   Aمجموعه با ترتیب جزئی  A∈ کرانه بالاییB شود هرگاه بـه ازاي   خوانده می
bهمه  b∈  داشته باشیمb a≤  به همین ترتیب عضوa A∈  کرانه پایینیB   شـود هرگـاه بـه ازاي تمـامی      خوانـده مـیb B∈ 

aداشته باشیم  b≤.  
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aآن باشد. عضو اي از  زیرمجموعه Bیک مجموعه با ترتیب جزئی و  Aفرض کنید  A∈) را کوچکترین کرانه بالاییLUB  بـراي (B 
aباشــد آنگـاه   Bنیــز یـک کرانـه پــایینی بـراي     aباشــد و اگـر   bیـک کرانــه پـایینی بـراي     aخـواهیم گفـت اگــر    a′≤  بنــابراین

a GLB(B)= اگر به ازاي هرb B∈  وa b≤  و اگرa A′∈   نیز یک کرانه پایینی بـرايb     باشـد بـه ازاي هـرb B∈  وa b≤ 
aآنگاه  b≤.  

,A)هاي بالایی در  طبق معمول کرانه ,A)هاي پایینی در  متناظر با کرانه ≥( هـاي   براي هر مجموعه همسان از عناصـر و کرانـه   ≥(
,A)پایینی در  ,A)هاي بالایی در  متناظر با کرانه ≥(   هستند. ≥(

,A)فرض کنید که  و  LUBاز حـداکثر داراي یـک     Aاز  Bیک مجموعه با ترتیب جزئی باشد. در این صورت یک زیرمجموعـه   ≥(
  ا ست.GLBیک 

,A)فرض کنید که  A)و   ≥( , )′ fهاي با ترتیب جزئی یکریختی تحت تابع یکریختی  مجموعه ≥′ : A A′→ باشند.  
,A)یک عنصر ماکزیمال (مینیمال)  aالف) اگر  fباشد در این صورت  ≥( (a) A)یک عنصر ماکزیمال مینیمال  − , )′   است. ≥
,A)بزرگترین کوچکترین عضو  Aب) اگر  A)بزرگترین کوچکترین عضو   f(a)باشد در این صورت  ≥( , )′   است.≥
fباشد در این صـورت   Aاز  Bبراي زیرمجموعه   LUBو  GLBیک کرانه بالایی براي کرانه پایینی و  aج) اگر  (a)     نیـز یـک کرانـه

  است.   ′Aاز   f(B)براي زیرمجموعه   LUBو  GLBبالایی براي کرانه پایینی و 
,A)د) اگر هر زیرمجموعه از  A)) باشد در این مکان صـورت هـر زیرمجموعـه از    LUB )GLBداراي یک  ≥( , )′ نیـز داراي یـک   ≥′

LUB )GLB.است (  
A) براي زیرمجموعه از (GLB( LUB) داراي یک Lیا  ≥اي با ترتیب جزئی مثل ( یک مشبکه مجموعه ,′  LUB) نیز داراي یـک  ≥′

)GLB.است (  

,Lاي با ترتیب جزئی مثل ( یک مشبکه مجموعه ]) است که در آن هـر زیرمجموعـه شـامل دو عضـو مثـل      ≥′ ]a,b  دارايLUB  و

]باشد در این صورت   GLBیک  ]LUB (a,b)  باa b∨  نمایش داده و آن را رسندa,b .می نامیم  
L)اگر  , )1 L)و  ≥ , )2 ,L)دو ممشبکه باشند در این صورت  ≥ Lنیز یک مشبکه است که در این  ≥( L L1 2= و ترتیـب جزئـی    ×

(L,   همان ترتیب جزئی حاصلضرب است. ≥(
,L)فرض کنید که   aو  bو  Sگـوییم هرگـاه بـه  ازاي هـر      مـی  Lرا زیرمشبکه براي  Lاز  Sیک مشبکه باشد زیرمجموعه ناتهی  ≥(

aعناصر  b∨  وa b∧  که درL شوند در مجموعه  تعیین میS   .نیز قرار داشته باشند  
  ها: خواص مشبکه

1- a a b≤ bو  ∨ a b≤ ∨ )a b∨  یک کرانه بالایی برايa و b (.است  
aاگر  -2 c≤  وb c≤  آنگاهa b c∨ ≤ )a b∨ کوچکترین کرانه بالایی برايa و b (.است  
3- a b a∧ aو  ≥ b b∧ ≤ )a b∧  یک کرانه پایینی برايa  وb (.است  
cاگر  -4 a≤  وc b≤  آنگاهc a b≤ ∧ )a b∧ بزرگترین کرانه پایینی برايa  وb (.است  

  داریم: Lاز   bو  aیک مشبکه باشد آنگاه به ازاي هر  Lاگر 
aالف)  b b∨ aاگر و تنها اگر = b≤  
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aب)  b a∧ aاگر و تنها اگر = b≤  
aج)  b a∧ aاگر و تنها اگر  = b b∨ =  

  یک مشبکه باشد آنگاه داریم: Lفرض کنید 
  خاصیت خودتوانی -1

aالف)  a a∨ aب)       = a a∧ =  
  خاصیت جابجایی -2

bالف)  a a b∨ = bب)       ∨ b a b∧ = ∧  
  پذیري خاصیت شرکت -3

aالف)  (b c) (a b) c∨ ∨ = ∨ aب)     ∨ (b c) (a b) c∧ ∧ = ∧ ∧  
  خاصیت جذبی  -4

aالف)  (a b) a∨ ∧ aب)       = (a b) a∧ ∨ =  
  چنین داریم: Lاز  aو  bو  cیک مشبکه باشد آنگاه براي هر  Lفرض کنید که 

aاگر  -1 b≤ :آنگاه  
aالف)  b b c∨ ≤ aب)       ∨ b b c∧ ≤ ∧  

2- a c≤  وb c≤  اگر و تنها اگرa b c∨ ≤  
3- c a≤  وc b≤  اگر و تنها اگرc a b≤ ∧  
aاگر  -4 c≤  وc d≤ آنگاه  

aالف)  c b d∨ ≤ aب)       ∨ c b d∧ ≤ ∧  
  هاي ویژه: مشبکه

  باشد. Oو کوچکترین عضو  Iرا محدود گوییم هرگاه داراي بزرگترین عضو  Lمشبکه  - 

}فرض کنید که  - }L a ,a ,...,an1   محدود است. Lیک مشبکه متناهی باشد در این صورت  =2
  روابط زیر برقرار باشد: Lاز   aو  bو  cرا بخشپذیر گوییم به ازاي هر  Lمشبکه  -

aالف)  (b c) (a b) (a c)∧ ∨ = ∧ ∨ ∧  
aب)  (b c) (a b) (a c)∨ ∧ = ∨ ∧ ∨  
  پذیر نباشد  آن را بخش ناپذیر می نامیم. بخش Lاگر 

  هاي یکریخت با یکی از مشبکه هاي اشکال زیر باشد. ناپذیر است اگر و تنها اگر شامل زیر مشبکه بخش  Lمشبکه 
aباشـد. همچنـین فـرض کنیـد کـه       Oو کوچکترین عضـو   Iیک مشبکه محدود داراي بزرگترین عضو  Lفرض کنید  L∈  عنصـر .

a L′∈ را متممa  گوییم هرگاهa a O′∧ aو  = a I′∨ Iشود که  . از این تعریف مشاهده می= O′ Oو  = I′ =.  
پذیر باشد اگر یک متمم براي عضوي وجود داشـته باشـد در ایـن صـورت ایـن مـتمم        یک مشبکه محدود و پخش Lفرض کنید که 

  منحصر به فرد است.
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,L)مشبکه    ن متمم داشته باشد.دار گوییم هرگاه محدود بوده و هر عضو آ را متمم ≥(

  جبر بول:
,L)یک مشبکه است این مشبکه  Lباشد آنگاه  ⊇( P(s)=   یک مجموعه دلخـواه وS       هـاي   قـبلاً دیـدیم کـه اگـر داراي ویژگـی

ي کـارکردن بسـیار سـاده بـوده و     ها برا متنوعی است که یک مشبکه در حالت عمومی فاقد آنهاست. به همین دلیل این نوع مشبکه
  کنند. نقش مهمی را در کاربردهاي مختلف ایفا می

}اگر  }S y ,y ,...,yn2 1 }و  =2 }S x ,x ,...,xn1 1 هـاي   عنصر باشـند در ایـن صـورت مشـبکه     nدو مجموعه دلخواه و متناهی با  =2

( ) ( )P(S ), , P(S ),2 1⊆   یکریخت هستند. ⊇

nنکته: براي هر  , , ,...1 2= o  فقط یک نوع مشبکه به صورت( )P(S),⊆  وجود دارد. این مشبکه مستقل از عناصرS    بـوده و فقـط

  است. n2بستگی دارد. تعداد عناصر این مشبکه برابر  nبه مقدار 
  باشد.  nBیکریخت با  nیک عدد صحیح و مثبت  یک مشبکه متناهی را جبر بول گوییم هرگاه به ازاي

  قاعده جایگزینی براي جبر بول

,L)فرض کنید که  نیز به ترتیب بزرگترین و کوچکترین عضو آن باشـد. نیـز    Oو  Iسه عضو دلخواه از آن و  z,y,xیک جبر بول  ≥(

)و به عبارتی دیگر سه عضو از  Sسه زیرمجموعه دلخواه از مجموعه   Aو  Bو  Cفرض کنید  )P(S),⊆      باشـند در ایـن صـوت هـر

)ویژگی براي عناصر دلخواه از  )P(S),⊆  و  ∧به جاي  ∨را با جایگزین کردنU   و  ≥به جـايI    عینـاً همـان    ⊇بـه جـاي
,L)ویژگی براي عناصر دلخواه از    منتقل کرد. ≥(

  توان داشت؟ چند گزارة مرکب با جدول درستی متفاوت می Rو  Qو  Pبا سه گزارة  مثال:

1 (16  2 (64  3 (8  4 (256  

باشند در نتیجـه   Fو یا   Tتوانند  حالت می n22سطر دارد و چون n2متغیر   nصحیح است. زیرا جدول درستی براي  4حل) پاسخ 

  گزارة مرکب است. 256باشد که در اینجا برابر  عدد میn22تعداد گزارة مرکب قابل ایجاد با جدول درستی متفاوت 
Qمثال: اگر  R,P P Q⇔ ⇔ Pآنگاه گزارة  ∨ Q→   هم ارز است با: ¬

1 (P R Q∨ → ¬  2 (P Q R∨ → ¬  3  (P R R∨ →   3و  2) 4  ¬
  ها همزمان جایگزین شوند. توان در دو مرحله انجام داد و باید عبارت وگزاره صحیح است، زیرا عمل جایگزینی را نمی 2حل) پاسخ 

P Q (P Q) R→ ¬ ⇔ ∨ → ¬  
P)  ولی جایگزینی بصورت زیر نادرست است: Q) (P Q) Q (P R) R→ ¬ ⇔ ∨ → ¬ ⇔ ∨ → ¬  
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  ها مجموعه  تئوري
  تعاریف

  »مجموعه شعراي ایرانی«که ممکن است خواص مشترکی داشته باشند، بعنوان مثال:  تلفاجتماعی از اشیاء مخمجموعه: 

  شود. آن مجموعه نامیده می» عنصر«یا » عضو«هر شیء که به یک مجموعه تعلق داشته باشد عضو: 

اي که با استفاده از یک سري قوانین معین بتـوان تعیـین نمـود یـک      مجموعه): well- definedخوش ترکیب (مجموعۀ معین یا 

  شود. نامیده می» مجموعه معین«شیء متعلق به آن هست یا خیر، 
متعلـق بـه    aشوند. اگر عنصري ما نند  با حروف بزرگ انگلیسی و اعضا با حروف کوچک انگلیسی نمایش داده می ها معمولاً  مجموعه

aباشد بصورت  Aمجموعۀ  A∈  و اگر نباشد بصورتa A∈ شود. نشان داده می  
رابطه بـین  «و یا براساس » خواص مشترك اعضا«و یا براساس » تک  تک اعضا«یک مجموعه ممکن است با  نمایش یک مجموعه:

  ثال:نمایش داده شود. بعنوان م» اعضا

{ }S , ,a1 1 3=  

}x   یک عدد فرد مثبت است{S x |2 =  

{ }S a,a ,a ,...2 3
3 =  

}اي دیگر باشد. بعنوان مثال:  تواند خود مجموعه یک عضو مجموعه می نکته: } { }{ }S a, , , p, q1 2=  

}                  در این مثال: } { }, S q S q S1 2 ∈ ∉ ∈  
مجموعـه  «و در غیر این صـورت  » مجموعۀ محدود«اي محدود باشد به آن  اگر تعداد عناصر مجموعه مجموعه محدود و نامحدود:

  شود. گفته می» نامحدود
شود و ایـن   گفته می» Bزیرمجموعه  A«نیز باشد، آنگاه   B، عضو Aدو مجموعۀ مفروض باشند و هر عضو  B و Aاگر  زیرمجموعه:

Aرابطه بصورت  B⊆ شود. نشان داده می  

A B ( x A x B)⊆ ⇔ ∀ ∈ → ∈  

  ها: خواص مهم زیرمجموعه
  هر مجموعه زیرمجموعۀ خودش است   -1
2- (A B) (B C) (A C)⊆ ∧ ⊆ ⇒ ⊆ 

Aمساوي هستند اگر همزمان  Bو  Aدو مجموعه  تساوي دو مجموعه: B⊆  وB A⊆ .باشند  

(A B) (A B B A)= ⇔ ⊆ ∧ ⊆  
A)و یا: B) x(x A x B)= ⇔ ∀ ∈ ↔ ∈  

Aاست اگر  Bزیرمجموعه خاص مجموعۀ  Aزیرمجموعۀ خاص (سره):  B⊆  باشد ولی(A B)A B⊂ ≠  

  شود. نمایش داده می Eاي است که هر مجموعۀ دیگر زیر مجموعۀ آن باشد و با  مجموعهمجموعه جهانی: 

}و یا  ∅اي که هیچ عضوي نداشته باشد و با  مجموعهمجموعۀ تهی:    اي است. زیر مجموعۀ هر مجموعه ∅شود.  نمایش داده می {
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شـود و بـا    نامیده مـی » Aمجموعۀ قوة «یا » Aمجموعه توانی « Aاي مانند  هاي مجموعه مجموعۀ تمام زیرمجموعهمجموعۀ توانی: 

P(A)  یاA2 شود. نمایش داده می  

{ }AP(A) x | x A2= = ⊆  

}بعنوان مثال مجموعۀ توانی مجموعۀ  }A a,b= :برابر است با  

{ } { } { }{ }P(A) , a , b , a,b= ∅  

  باشد. می A2  ،n2تعداد اعضاي مجموعۀ   باشد، A ،nاگر تعداد اعضاي مجموعه 
Aاي است از عناصري که عضو هر دو مجموعه باشند و با  جموعهاشتراك دو مجموعه، ماشتراك دو مجموعه:  BI   نمـایش داده

  شوند. می

{ }A B x | x A x B= ∈ ∧ ∈I  

  خواص مهم اشتراك:
1- A E A ,A , A A A , A B B A= ∅ = ∅ = =I I I I I  
2- (A B) C A (B C)=I I I I  

  شوند. نامیده می» جدا از هم«دو مجموعه که اشتراکشان تهی باشد،  هاي جدا از هم (منفصل): مجموعه

گفتـه  » مجموعه منفصل«اگر اعضاي یک مجموعه همگی مجموعه بوده و دو بدو منفصل باشند، به آن مجموعه  مجموعه منفصل:

}شود، مانند مجموعۀ  می } { }{ }A , ,1 2 3=  

  و یا عضو هر دو باشند. Bیا عضو  Aاي از عناصر است که عضو  عهاجتماع دو مجموعه، مجمو اجتماع دو مجموعه:

{ }A B x | x A x B= ∈ ∨ ∈U  

  خواص مهم اجتماع:
1-  A E E ,A A , A A A , A B B A= ∅ = = =U U U U U  
2- (A B) C A (B C)=U U U U  

شـود و   نشان داده مـی  A-Bبصورت  Bو یا مکمل نسبی مجموعه  Bو  Aتفاضل دو مجموعه  تفاضل دو مجموعه (مکمل نسبی):

  نباشند. Bبوده ولی متعلق به   Aاي است از عناصري که عضو  مجموعه

{ }A B x | x A x B− = ∈ ∧ ∉  
~شـود و بـا    نامیـده مـی  » Aمکمل مطلق مجموعه « Eنسبت به مجموعۀ جهانی  Aمکمل نسبی مجموعه  مکمل مطلق: A   و یـا

A′ .نمایش داده می شود  

{ } { }~ A E A x | x E x A x | x A= − = ∈ ∧ ∉ = ∉  
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  خواص مهم مکمل:

  ~ (~ A) A , ~ E , ~ E , A ~ A E , A ~ A= ∅ = = ∅ = = ∅U I  
شود برابر  نمایش داده می  A + Bکه بصورت   Bو  A» جمع بولی«تفاضل متقارن دو مجموعه یا  تفاضل متقارن دو مجموعه:

   است با:

                     A B (A B) (B A)+ = − −U  
شـود کـه    ها اثبـات مـی   علاوه بر خواص گفته شده، با توجه به تعاریف فوق خواص دیگري براي مجموعه ها: دیگر مجموعه خواص

  اعم آنها عبارتند از:
A        پذیري توزیع (B C) (A B) (A C)=I U I U I  

 توزیع پذیري

A (B C) (A B) (A C)=U I U I U  
A (A B) A,A (A B) A= =U I I U  

A B A ~ B− = I  
A (A B) A B− = −I  
A A B , A B A⊆ ⊆U I  
A B ~ B ~ A⊆ ⇔ ⊆  
A B A B B⊆ ⇔ =U  
A B A B A⊆ ⇔ =I  

~           دمورگان (A B) ~ A ~ B=U I  
~           دمورگان (A B) ~ A ~ B=I U  
 Uها نیز مطرح است. در اینجا دوگان یک عبـارت از تبـدیل    ها مطرح شد، در جبر مجموعه انی (دوالیته) که در جبر گزارهاصل دوگ

  به یکدیگر بدست می آید.  Eو  ∅به یکدیگر و نیز  Iو 
  زوج مرتب:

  عبارت است از دو شی که ترتیب خاصی نسبت به یکدیگر دارند.» زوج مرتب«یک  زوج مرتب:

در زوج مرتب برخلاف یک مجموعۀ دو عضوي، ترتیب عناصر مهم است و ممکن است حتـی دو عنصـر زوج مرتـب مسـاوي باشـند.      
x, y< 1,و  < 2< 2,و  < 2<   هایی از زوجهاي مرتب هستند. نمونه <

  هاي (عناصر) آنها به همان ترتیب مساوي باشند. دو زوج مرتب با هم مساویند در صورتی که مؤلفه تساوي دو زوج مرتب:

x,y u, t (x u) (y t)< >=< >⇔ = ∧ =  
n :توان تعمیم داد و به این ترتیب سه تـایی مرتـب، چهـار تـایی مرتـب و ...       مفهوم زوج مرتب را می تایی مرتبn    تـایی مرتـب را

nxتایی مرتب بصورت  nتعریف نمود. یک  ,x ,...,x1 2<   شود. نمایش داده می <
و  Aه مؤلفـۀ اول آنهـا عنصـري از    دو مجموعه باشند، مجموعه همه زوجهاي مرتب ممکـن ک ـ   Bو  Aاگر  حاصل ضرب کارتزین:
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  شود. نامیده می Bو  Aحاصل ضرب کارتزین   باشد، Bمؤلفۀ دوم آنها عضوي از 

{ }A B x,y | x A y B× = < > ∈ ∧ ∈  
  باشد ولی خاصیت توزیعی نسبت به اجتماع و اشتراك دارد. پذیري نمی هاي جابجایی و شرکت حاصل ضرب کارتزین داراي خاصیت

A (B C) (A B) (A C)× = × ×U U  
A (B C) (A B) (A C)× = × ×I I  

Aمجموعه نیز تعمـیم داد. حاصـل ضـرب کـارتزین       nتوان براي  حاصل ضرب کارتزین را می A×   بصـورتA2    و حاصـل ضـرب

A A ... A× ×   شود. نمایش داده می nAبصورت  ×

}مثال: در صورتی که  } { } { }C , , ,B , ,A , ,4 5 6 1 2 2 3 4= = Aمجموعۀ  = B C+   ؟کدام است +

1 ({ }, , ,1 2 3 4  2 ({ }, , , , ,1 2 3 4 5 6  3 ({ }, , ,1 3 5 6  4 ({ }, ,1 3 4  
  ) صحیح است.3حل) پاسخ (

A B (A B) (B A)+ = − −U  
{ } { } { }A B , , B A (A B) (B A) , ,3 4 1 1 3 4− = − = ⇒ − − =U  

{ } { } { } { } { } { }, , C ( , , C) (C , , ) , , , , ,1 3 4 1 3 4 1 3 4 1 3 5 6 1 3 5 6+ = − − = =U U  

Aمثال: اگر  B⊆ :باشد آنگاه  

1 (A B B=I  2 (A B− = ∅  3 (A B A=U  4 (B A B− =  
A  ) صحیح است. زیرا:2پاسخ (حل)  B A ~ B− = = ∅I  

  شود. که با استفاده از نمودار نیز مشاهده می

  
n n n n

n n
n n n n

x a x x (n )x x a x x (n )x
∞ ∞ ∞ ∞

− −
−

= = = =

= + − = + +∑ ∑ ∑ ∑1 2 2 2
1

2 2 2 2
1 1  

n
n

n

x xx(a x a x ) xA(x)
( x) ( x)

2 2

1 2 2
2 1 1

∞

=

= + + = +
− −∑  

xA(x) xA(x)
( x)

2

21
⇒ = +

−
  

n

n

x (n )(n )(x) x x
( x)

∞ + +
⇒ Α = =

− ∑
2

2
3

1 2
21

  

n n n
n

n n n

n(n ) n(n )x x x x
2 2 2

1 1
2 2

∞ ∞ ∞

= = =

− −
= ⇒ =∑ ∑ ∑  
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n
n(n )a 1

2
−

⇒ =  

  ساختمانهاي جبري
  تاییnعمل دو تایی و عمل 

  است اگر: f، تابعی مانند X) روي یک مجموعه مانند n-ary operationتایی ( n  عمل تعریف:
nf : X X→  

  بسته است.  fروي عملگر   Xشود، مجموعه  در اینحالت گفته می
  ) نامیده می شود و:Binary Operation(عملگر دوتایی  fباشد آنگاه عملگر  2برابر  nاگر 

i j i j i jx ,x X (x ,x ) X X f (x ,x ) X∀ ∈ ⇒ ∈ × ⇒ ∈  

  خواص اعمال دوتایی

  Xاز مجموعه  Leعنصر   باشد، Xاي مانند  اگر * یک عمل دوتایی روي مجموعه عضو همانی:الف) 

Lx         است اگر» همانی چپ«عضو  X e * x x∀ ∈ ⇒ =  
Rx        ، است اگر:»همانی راست«و عضو  X x *e x∀ ∈ ⇒ =  
  : اگر در عملی همانی چپ و راست وجود داشته باشد، با هم برابرند.قضیه

از  Lxعنصـر    باشـد،   Xعضـوي از   aعضـو همـانی و     eبوده و  Xاي مانند  اگر * یک عمل دوتایی روي مجموعهعضو وارون: ب) 

Lx        است اگر:» وارون چپ«عضو  Xجموعه م *a e=  
Ra        است اگر:» وارون راست«عضو  Rxو عنصر  * x e=  
  وارون هر عضو در صورت وجود منحصر به فرد است: قضیه

   L Rx x a ; a *a a *a e1 1 1− − −= = = =  
  گفته می شود، اگر  » حذف پذیر« Xاز   aعضو   باشد، Xاگر * یک عمل دوتایی روي مجموعۀ  پذیري: حذفج) 

a *x a * y x y= ⇒ =  
پذیر است ولـی در صـورت حـذف پـذیري ممکـن اسـت وارون پـذیر         ، وارون پذیر باشد، قطعاً حذفXاگر عضوي از مجموعه  نکته:

  نباشد.
  است اگر:» خودتوان« Xاز مجموعۀ  aعضو   باشد، Xمجموعۀ  اگر  * عمل دوتایی روي خودتوانی:د) 

a *a a=  
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پـذیري (انجمنـی) و توزیـع پـذیري را نیـز داشـته باشـند         توانند خواص جابجایی، شرکت بجز خواص فوق، اعمال دوتایی می نکته:

  .سیستم هاي جبري
انـد، اگـر ایـن اعمـال      تعریف شـده  Sتایی است که روي مجموعۀ   nو یک یا بیشتر عمل  Sاي مانند  مجموعه» سیستم جبري«یک 

nf ,..., f , f2 nS,fباشند، سیستم بصورت  1 ,f ,..., f1 2<   شود.   نمایش داده می<
نی (یکسان)، عضـو وارون،  تواند داراي خواص شرکت پذیري، جابجایی،  عضو هما هر سیستم جبري علاوه بر خاصیت بسته بودن می

  شوند. تایی) سیستم جبري تعریف می nپذیري، حذف پذیري و ... باشد که برروي تک تک عملهاي دوتایی ( توزیع
>,Xاگر  ):Subalgebraزیرجبر ( >o  یک سیستم جبري باشدY X⊆  تحت عملo     بسته باشـد در ایـن صـورتY,< >o 

>,Xاز » زیرجبر «یک  >o شود. نامیده می  
>,Xاگر  ):Homomorphismهمومورفیسم ( >o  وY,*< کـدام یـک عمـل    و * هـر   oدو سیستم جبري مشابه باشـند (  <

gباشند)، تابع  دوتایی با خواص مشابه می : X Y→ از » همومورفیسم«یکX,< >o  بهY,*<   شود اگر: گفته می<

x ,x X g(x , ,x ) g(x ) *g(x )1 2 1 2 1 2∀ ∈ ⇒ =o  
>*,Yدر این صورت به  >,X» همومورفیک«یک تصویر  < >o شود و واضح است که: گفته می  

x X g(x) Y∀ ∈ ⇒ ∈  
gاگر تابع  ):Epimorphismاپی مورفیسم (بروریختی  : X Y→  یک همومورفیسم ازX,< >o  بهY,*< ک تابع و نیز ی <

  شود. گفته می» اپی مورفیسم«در این صورت به آن یک   پوشا باشد،
gاگر تابع  ):Monomorphismمونومورفیسم (تک ریختی  : X Y→  یک همومورفیسم ازX,< >o  بهY,*< و نیز یک  <

  شود. گفته می» مونومورفیسم«تابع یک به یک باشد، در این صورت به آن یک 
gاگر تابع ):Isomorphismایزومورفیسم (یک ریختی  : X Y→  یک همومورفیسم ازX,< >o  بهY,*< و نیز یک تابع  <

و یـا  » ایزومورفیـک «شـود و دو سیسـتم جبـري     گفتـه مـی  » ایزومورفیسـم «در این صـورت بـه آن یـک      شد،پوشا  و یک به یک با
  شود. نامیده می» ایزومورف«

gاگر تابع ):Endomorphism -اندومورفیسم (درون ریختی   : X Y→  یک همومورفیسم ازX,< >o   بـهY,*< باشـد   <

Xو  Y⊆  در این صورت به تابعg  شود. گفته می» اندومورفیسم«یک  
gاگر تابع ):Auto morphism–اتومورفیسم (خودریختی  : X Y→    یـک همومورفیسـم ازX,< >o   بـهY,*< باشـد و   <

X Y= در این صورت به تابع ،g  شود. گفته می» اتومورفیسم«یک  
  )Semigroupنیم گروه (

باشـد در ایـن صـورت     Sیک عمل دوتـایی روي مجموعـه    oاي غیرتهی و  مجموعه Sنیم گروه یک سیستم جبري ساده است. اگر 
S,< >o  شود اگر  نامیده می» نیم گروه«یکo :داراي خاصیت انجمنی باشد  

a,b,c S (a b) c a (b c)∀ ∈ =o o o o  
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  تک تهی) –تکوار  –Monoidمنوید (

بارت دیگر، سیستم جبـري  شود و یا به ع گفته می» منوید«باشد یک  oنیم گروهی که داراي عنصر خنثی (همانی) نسبت به عمل 
M,< >o شود اگر: یک منوید گفته می  

a,b,c M (a b) c a (b c)∀ ∈ ⇒ =o o o o  
a  و M ; e M a e e a a∀ ∈ ∃ ∈ ⇒ = =o o  

,Mتواند بصـورت   شود و بعنوان مثال می در نمایش منوید، در بعضی اوقات از عنصر خنثی (همانی) نیز استفاده می نکته: ,e< >o 

  نیز نمایش داده شود.

  منوید دوري
>M,*,eمنوید    شود اگر: دوري گفته می <

  ja M, x M x a ( j N)∃ ∈ ∀ ∈ ⇒ = ∈  
  شود. گفته می» مولد منوید«  aدر این صورت 

  گروه

>*,Gهر سیستم جبري مانند  پـذیري (انجمنـی)، عضـو همـانی و عضـو وارون را داشـته        شرکت که عمل * در آن سه خاصیت <
  شود. ) نامیده میGroup» (گروه«باشد، یک 

  شود. نمایش دادهمی| G|شود که با  نامیده می» مرتبۀ گروه« Gتعداد عناصر موجود در گروه  مرتبۀ گروه:

  گروه حالت خاصی از نیم گروه و منوید است. نکته:

  عضو خنثی و عنصر معکوس (وارون) در گروه یکتا است. نکته:

  شوند. تعریف می» مولد گروه«و » گروه دوري«نظیر منوید دوري،  نکته:

تعاریفی مانند زیرجبر، ایزوموفیسم، همومورفیسم و ... که در مورد سیستمهاي جبري بیان شد در مورد سـاختمانهاي جبـري    نکته:

  دارد. تعاریفی نظیر زیر منوید، زیرنیم گروه و ...دیگر نیز تحت نام خودشان وجود 
>*,Gاگر  قضیه:  aیک گروه و  < G∈  عضوي دلخواه ازG  ،گروه دوري تولید شده بوسیلۀ   باشدa    یـک زیرگـروه ازG,*< > 

  خواهد بود.
Sزیرمجموعۀ قضیه:  ≠ >*,Gیک زیرگروه  Gاز  ∅ a,bباشد، اگر و تنها اگـر بـراي هـر جفـت عضـو       می < S∈    :بتـوان نوشـت

a * b S1− ∈  
>*,Gاگر قضیه:  >,Hو < ∆ gدو گروه باشند و نگاشت (تـابع)   < : G H→    یـک همومورفیسـم ازG,*< >,Hبـه   < ∆ > 

>*,Sباشد و اگر  >*,Gیک زیر گروه از  < >,g(S)باشد، آنگـاه   gتحت همومورفیسم  Sتصویر مجموعۀ  g(S)و  < ∆ یـک   <
>,Hزیرگروه از  ∆   خواهد بود. <
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  گروه آبلی
>*,Gاگر در گروه    شود. گفته می» گروه آبلی«یا » گروه جابجایی«یک  G، عمل * داراي خاصیت جابجایی باشد، به گروه <

a,b G a*b b*a∀ ∈ ⇒ =  
  ) همومورفیسمKernel(  هستۀ

>*,Gیک همومورفیسم از  gاگر  >,Hبه  < ∆ ) تصـویر  H(عضو همانی گروه  Heکه به   Gباشد، مجموعۀ همۀ عنصرهایی از  <
  شود. نشان داده می Ker(g)شود و به صورت  نامیده می» gهسته همومورفیسم «شوند،  می

>*,Gاز گروه  gهمومورفیسم   هستۀ قضیه: >,Hبه  < ∆   یک زیرگروه است. <

  کند: وارون و زیرگروه را حفظ می  همومورفیسم گروه، عضو همانی، نکته:

G Hg(e ) e , g(a ) g(a)1 1− − = =    

  ها) لاتیسها (مشبکه
  )UB) و کران بالا (LBکران پایین (

>,Pاگر  Aیک مجموعه با ترتیب جزئی باشد و  <≥ P⊆  نیست، بلکه داراي مفهـوم  » کوچکتر یا مساوي»  بیانگر رابطۀ ≥(رابطه
  شود به شرط اینکه: گفته می Aبراي زیر مجموعۀ » کران بالا«یک  Pمتعلق به  xآنگاه هر عضو مانند باشد)،  می» قبل از«تر  کلی

a A a x∀ ∈ ⇒ ≤  
a  شود، اگر: گفته می Aزیرمجموعۀ » کران پایین«و یک  A x a∀ ∈ ⇒ ≤  

LUB  وGLB  
>,Pاگر  Aیک مجموعه با ترتیب جزئی باشد و  <≥ P⊆ باشد، عضوx P∈  یکLUB   یـاSupermum    زیـر مجموعـهA   نامیـده
y ،xبوده و براي هر کران بالایی دیگر مانند  Aیک کران بالا براي  xشود، اگر  می y≤ طریـق مشـابه    برقرار باشد و نیز بهGLB   یـا

Infimum   زیرمجموعۀA  عضوي مانندx P∈  است، بطوري کهx  یک کران پایینA      بوده و براي هر کران پـایین دیگـر ماننـدy ،
y x≤.برقرار باشد  
  باشند. می» بزرگترین کران پایین« GLBو » کوچکترین کران بالا« LUBنکته:

  باشند. منحصر بفرد می LUBو   GLBنکته:

  باشد. می  GLBو یک  LUBهر زیرمجموعه داراي یک » زنجیر«در یک  نکته:

  توان نوشت: طبق قضایاي دوگانی می نکته:

LUB P, GLB P, , LUB P, GLB P,< ≥>= < ≤> < ≤>= < ≥>  
  )Lattcleمشبکه (

>,Lمجموعۀ با ترتیب جزئی  و یـک   GLBداراي یـک   aو  bشود اگر در آن هر دو عضو دلخواه ماننـد   گفته می» مشبکه«یک  <≥
LUB   باشند. در این صورتGLB   وLUB شان نیز متعلق به خود مجموعۀ  باشند که نتیجه دو عمل دوتایی میL     اسـت. بـه عمـل

  شود و با علائم  زیر نمایش داده می شوند: (الحاق) نیز گفته می LUB ،join(تماس) و به عمل دوتایی  meet,GLBدوتایی 
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GLB(x,y) x * y x y x y x y= = = ∧ = ×I  
LUB(x, y) x y x y x y x y= ⊕ = = ∨ = +U  

>,*,Lاست،  Lچون نتیجۀ دو عمل متعلق به خود  نکته: ⊕   یک سیستم جبري است. <

هر مجموعه با ترتیب کامل یک مشبکه است ولی هر مجموعه با ترتیب جزئی لزومـاً مشـبکه نیسـت و نیـز اگـر مجموعـه بـا         نکته:

  توان گفت مشبکه نیست. ترتیب کامل نباشد، قطعاً نمی
 داراي خـواص خودتـوانی، جابجـایی، انجمنـی و نیـز خاصـیت جـذبی طبـق تعریـف          joinو  meetها برروي دو عمـل   مشبکه نکته:

  باشند: می

a *(a b) a ; a (a *b) a⊕ = ⊕ =  
>,Lاگر  همزاد (دوگان) یک مشبکه: >,Lیک مشبکه باشد، آنگاه  <≥   نیز یک مشبکه خواهد بود. <≤

  آید. به * بدست می ⊕و نیز  ⊕و *  به  ≤به  ≥همزاد (دوگان) یک مشبکه از تبدیل 
  باشد. GLBو یک  LUBاي است که هر زیرمجموعۀ غیرتهی از آن حداقل داراي یک  کامل، مشبکه  شبکۀ مشبکه کامل:

  شود. نامیده می» مشبکه کراندار«اي که داراي کوچکترین و بزرگترین عضو باشد   مشبکه شبکۀ کراندار:

  شوند. نمایش داده می 1و  oهاي مشبکه نامیده شده و با  کوچکترین و بزرگترین عضوها کران

>,*,Lاگر  قضیه: ⊕ }یک مشبکه بوده و  < }nL a ,...,a1= :باشد آنگاه  
n n

i ii i
GLB * a ; LUB a

1 1
1

= =
= = = ⊕ =o  

,*,Lدر مشبکه  1و  oبراي کرانهاي  قضیه: , ,1< ⊕ >o و براي هرa L∈:  

a a ; a * a ; a ; a *1 1 1⊕ = = ⊕ = =o o o  
,*,Lدر یک مشبکه کراندار  تعریف: , ,1< ⊕ >o،   عضوb L∈  مکمل عضوa L∈ شود اگر: گفته می  

a *b , a b 1= ⊕ =o  
,*,Lشبکۀ مشبکه مکمل پذیر:  , ,1< ⊕ >o »شود، اگر هر عضو  نامیده می» پذیر مکملa .حداقل داراي یک مکمل باشد  

,*,Lشبکۀ مشبکه توزیع پذیر:  , ,1< ⊕ >o »شود، اگر براي هر  نامیده می» پذیر توزیعa,b,c L∈ :بتوان نوشت  

a *(b c) (a * b) (a *c)⊕ = ⊕  
a  و (b*c) (a b)*(a c)⊕ = ⊕ ⊕  

  جبر بول

  شود: شود و به صورت زیر نمایش داده می نامیده می» جبر بول«یک مشبکه مکمل پذیر یک 

B,*, , , ,1′< ⊕ >o  
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  خواص جبر بول

,*,Bجبر بول  , , ,1′< ⊕ >o ها (خودتوانی، جابجایی، انجمنی، جذبی) داراي خواص زیر است: علاوه بر خواص عموم مشبکه  
  روي* ⊕و  ⊕پذیري * روي  خاصیت توزیع -1
  شود: به صورت زیر تعریف میخاصیت دوري که  -2

  a,b,c B (a * b) (b *c) (c *a) (a b) *(b c)*(c a)∀ ∈ ⇒ ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕ ⊕  
  شود: خاصیت حذفی که به صورت زیر تعریف می -3

a,b,c B ; a * b a *c , a b a c b c∀ ∈ = ⊕ = ⊕ ⇒ =  
  ⊕پذیري نسبت به * و  وارون -4
  خاصیت دمورگان که در دو حالت زیر قابل ارائه است: -5

(a *b) a b , (a b) a *b′ ′ ′ ′ ′ ′= ⊕ ⊕ =  
    و نیز:

  توان نوشت: خاصیت فوق هم چنین می 5علاوه بر 
⊕ـ 1 Bو  < ,   ي کراندار با عضو همانی و عضو صفر است. یک شبکه >*
Bـ 2 ,< aیک شبکه است) و براي  Bیک مجموعه با ترتیب جزئی است ( <≥ , b B∈ توان نوشت: می  

*a b a b , a b b≤ ⇒ ⊕ = و نیز *a b a b , a b′ ′≤ ⇒ = ⊕ =0 1 

  زیر جبر بول

,*,Bاگر  , , ,1′< ⊕ >o  یک جبر بول وS B⊆  باشند، در صورتی کهS   شامل عضـوهايo  بسـته باشـد،    'و  ⊕و تحـت * و   1و
,*,Sآنگاه  , , ,1′< ⊕ >o »شود. نامیده می» زیر جبر بول  
  نماید. را تضمین می 1و  oو وجود  ⊕، بسته بودن نسبت به 'بسته بودن نسبت به * و  نکته:

,*,Bدر جبر بول  نکته: , , ,1′< ⊕ >o زیر مجموعه ،{ },1o  و مجموعۀB  و نیز برايa B,a ,1∀ ∈ ≠ o   مجموعـۀ{ }a,a , ,1′ o   زیـر

  جبر بول هستند.

}زیرمجموعۀ  نکته: },1o باشد. یک زیر جبر بول از هر جبر بول می  

  بولیتوابع 
,*,Bاگر  , , ,1′< ⊕ >o  یک جبر بول باشد، تابعnf : B B→  ،شود. نامیده می» تابع بولی«که متناظر با یک عبارت بولی است  

ها است و طبق قوانین زیر یـک عبـارت بـولی     بررسی یک عبارت بولی شبیه فرمولهاي خوش ساخت در مبحث گزاره عبارت بولی:

  شود: داده می تشخیص
1- o  هر کدام به تنهایی یک عبارت بولی هستند. 1و  
2- nx ,..., x ,x2   هر کدام به تنهایی یک عبارت بولی هستند. 1
α*دو عبارت بولی باشند،  βو  αاگر  -3 β  وα ⊕β .نیز عبارت بولی خواهند بود  
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  هم عبارت بولی است. α′یک عبارت بولی باشد،  αاگر  -4
  ) بدست آورد.  4) تا (1انین (هایی عبارت بولی هستند که بتوان آنها را با کاربرد متناهی از قو تنها رشته -5

اند و مبحث مربوط به زبانهـا و   ساده کردن توابع و عبارت بولی در روشهاي مختلف از جمله جدول کارنو به تفصیل آمده نکته مهم:

  دستور زبان (گرامر) که خود نوعی منوید هستند.
  Hass (Hass Diagram)نمودار 

ها اهمیت دارد.  ترتیب و چگونگی قرار گرفتن گره HDشود. در  نامیده می HDیا » Hassنمودار «گراف ترتیب جزئی و ترتیب کامل، 
>,Pاگر    یک مجموعۀ با ترتیب جزئی باشد و بتوان نوشت: <≥

x,y P ; x y∀ ∈ <  
بین آن دو وجود نداشته باشد یـا بعبـارت    zد گیرد و در صورتی که هیچ عضو دیگري مانن قرار می yدر زیر گرة  x، گرة HDآنگاه در 

  دیگر:

(x y x z y) (x z y z)< ∧ ≤ ≤ ⇒ = ∨ =  
  است.» xپوششی براي  y«شو د  در این صورت گفته می 

}روي مجموعۀ  ≥بعنوان مثال رابطۀ  }X , , ,1 2 3 هر سه خاصیت انعکاسی، نامتقارن و انتقالی را دارد و در نتیجـه یـک ترتیـب     =4
  آن به صورت روبرو است: HDجزئی است و 

شـود کـه یـک     اسـت و مشـاهده مـی    1نیز پوششـی بـراي    2و2پوششی براي  3،3پوششی براي  4توان گفت که  و در این مثال می
  تشکیل شده است.» زنجیر«

  شکل هندسی منظم هستند.ها داراي HDهمیشه  نکته:

  
 
 
  
 

 HDاي از یک  نمونه

 HDتشخیص مشبکه با استفاده از 

، مشبکه (لاتیس) بودن یک مجموعۀ با ترتیب جزئی را بررسی نمود. در این بررسی، باید بتوان براي هر دو گـرة  HDتوان از روي  می
یکـی از دو گـره     LUBو  GLBبدست آورد. براي دو گره که مستقیماً بـه یکـدیگر متصـل هسـتند      LUBو یک  GLBمشبکه یک 

 2و  3هسـتند. ولـی در حالـت (ب) دو گـرة      LUBو  GLBباشند. بعنوان مثال در شکل زیر حالت (الف) هر دوگـره داراي یـک    می
  چنین حالتی ندارند.
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}وعۀ نماید زیرا مجم حالت (ب) یک مشبکه را معرفی نمی },2 LUBداراي  3   ندارد. GLBباشد ولی  می =6

  باشند. دوران می °180هاي با اختلاف  HDدو شبکۀ دوگان یکدیگر داراي  نکته:

 
  شبکه دوگان
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  ها تست
    ؟ نیستها صحیح  ـ کدام عبارت در مورد مجموعه1

  تواند نامتناهی باشد. مرجع می ) مجموعه1
  ) شمارش کلیه اعضاي مجموعه مکمل یک مجموعه متناهی همواره ممکن نیست.2
  یک مجموعه تهی است. A-Bباشد، حاصل تفاضل  Bزیر مجموعه  A) اگر مجموعه 3
 C , Bهـاي   توان نتیجه گرفـت کـه مجموعـه    مساوي باشند، می C , Aو اشتراك دو مجموعه  B , A) اگر اشتراك دو مجموعه 4

  مساوي هستند.
    اند:   به صورت زیر تعریف شده R , Sـ روابط 2

aRb a b(mod )6↔ ≡  
aSb a b(mod )9↔ ≡  

  هاي زیر صحیح است؟ یک از گزینه کدام

1 (a(R S)b a b(mod )↔ ≡ 3U  2(a(R S)b a b(mod )↔ ≡ 3I  

3 (a(R S) b a b(mod )+ ↔ ≡ 3I  4(a(RoS)b a b(mod )3↔ ≡  
عضو به هر  B , A ،9ي  عضو به هر دو مجموعه 8عضو هستند. از این اعضا  12هر یک داراي  C , B , Aـ سه مجموعه 3

تعلـق دارنـد. در ایـن     C , B , Aي  عضو به هر سه مجموعه 5و  C , Bي  عضو به هر دو مجموعه C , A ،6ي  دو مجموعه
Aي  اي، اعداد اعضاي مجموعه معرف تفاضل متقارن مجموعه ∆صورت با (B C)∆     برابر است با:  ∆

1 (4  2 (5  3 (6  4 (7  

}ـ فرض کنید4 }A,B X,X , , ,1 2 3 15⊆ = K به طوري کهA 5=،B Aو  =7 B = φI  چند زیر مجموعه ازX مانند ،
C توان یافت به طوري که  میC B , C A≠ φ ≠ φI I؟    

1 (93  2 (96  3 (248  4 (256  
باشند. کدام یـک از عبـارات زیـر     Aارزي تعریف شده در  دو رابطه هم S , Rیک مجموعه متناهی و  Aـ فرض کنید 5

  صحیح است؟

1 (R SI ارزي است ولی یک رابطه همR SU ارزي نیست. الزاماً یک رابطه هم  
2 (R SU ارزي است ولی یک رابطه همR SI ي نیست.ارز الزاماً یک رابطه هم  
R) هم3 SU و همR SI ارزي هستند. هر دو رابطه هم  
R) هیچ یک از روابط 4 S , R SI U ارزي نیستند. الزاماً روابط هم  

Rي باشند، آنگاه رابطه Aي  ارزي روي مجموعه ي هم دو رابطه S , Rـ اگر 6 S∩:    

  ) پاره ترتیبی (جزئی مرتب) است.2    ارزي است. ) هم1
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  هاي پاد تقارن و ترایابی را دارد. ) تنها ویژگی4  هاي تقارن و ترایابی را دارد. ) تنها ویژگی3
    ارزي است؟ ـ کدام یک از روابط زیر یک رابطه هم7

yمجموعه مردان تهرانی باشد، به ازاي هر X) اگر 1 X∈،، نمایانگر نسبت»x  بردارy باشد. می» است  

  .پذیر باشد و بخشبر)2

3 (  

4 (  

وجود دارد، به طوري که خواص پادمتقارن و بازتابی (هـر   Aمفروض است. چند رابطه روي  ـ مجموعه8
    دو) را دارا باشد؟

1 (  2 (  3 (  4 (  

    در نظر بگیرید. ي مجموعهـ سه رابطه زیر روي 9

  

  رابطه تهی

  کدام گزینه صحیح است؟ reflexiveو  antisymmetric ،transitive ،symmetricبا در نظر گرفتن خواص 

  الذکر را دارا است. تمام خواص فوق Q) رابطه1
  هستند. symmetricهمگی  Q , S , R) روابط 2
  را با هم ندارند. antisymmetricو  reflexiveکدام هر دو خاصیت  ) هیچ3
  الذکر را داراست. ، حداقل سه خاصیت از چهار خاصیت فوقQ , S , R) هر کدام از روابط 4

روي این مجموعـه تعریـف شـده بـه شـکل زیـر اسـت.        Equivalenceیک رابطه  ـ فرض کنید10
  باشد؟ می Rبطه به وسیله را Sمجموعه  partitionکند. کدام گزینه  را تقسیم می ،5یعنی  

1 (  

2 (  

3 (  

4 (  

هاي  کدام یک از گزاره یک رابطه دو دویی تهی باشد. یک مجموعه غیرتهی و  Aـ فرض کنید 11
  زیر نادرست است؟

1 (R 2  .  یک رابطه انعکاسی است (R .یک رابطه تراگذري است  
3 (R .4    یک رابطه متقارن است (R .یک رابطه ضد متقارن است  

xxRy

}max(a, b)min (a,b){ } {N , , , (a, b) a ,b N= ∈1 2 K

{ }((x , x ) , (x , x )) x , x , x , x Z, x x x x∈ + = +1 2 3 4 1 2 3 4 1 3 2 4

{ }((x , x ) , (x , x )) x , x , x , x Z, x x x x∈ + = +1 2 3 4 1 2 3 4 1 4 2 3

{ }A a , b ,c , d=

53637383

{ }A , ,= 1 2 3

{ }
{ }

R ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

S ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )

=

=

1 1 1 2 1 3 3 3
1 1 1 2 2 1 2 2 3 3

Q =

{ }R ,S , , ,= 1 2 20K

x y(mod )≡ 5x y−

{ } { } { } { } { }, , , , , , , , , , , , , , 
 1 6 11 2 7 12 3 8 13 4 9 14 5 10 15

{ } { } { } { } { }, , , , , , , , , , , , , , 
 6 11 16 7 12 17 8 13 18 9 14 19 1015 20

{ } { } { } { } { }, , , , , , , , , , , , , , , , , , , 
 1 6 11 16 2 7 12 17 3 8 13 18 4 9 14 19 5 1015 20

{ } { } { } { } { }, , , , , , , , , , , , , , , , , , , 
 2 6 11 16 1 7 12 17 4 8 13 18 3 9 14 19 5 1015 20

R A A⊆ ×(R )= φ
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  هاي زیر درست نیست؟ باشند، کدام یک از گزاره Aدو رابطه بازتابی و متقارن روي مجموعه  کنیدـ فرض 12

1 (  
  متقارن نیست.  )2

  متقارن است. ) 3
  بازتابی نیست )4

 هاي زیر صحیح نیست؟ ـ کدام یک از گزینه13

  ارزي نیست. الزاماً یک رابطه هم ارزي باشند آنگاه روابط هم S , R) اگر 1
  باشند آنگاه  Cبه  Bدو رابطه از  T , S , Bبه  Aیک رابطه از  R) اگر 2
  باشند آنگاه  Cبه  Bدو رابطه از  T , S , Bبه  Aیک رابطه از  R) اگر 3

  داریم باشند به ازاي هر Aدو رابطه در  S , R) اگر 4

  داشته باشد؟ 3ارزي با اندازه  وجود دارد که دقیقاً دو کلاس هم ارزي روي ـ چه تعداد رابطه هم14

1 (  2 (  3 (  4 ( 

  باشد وجود دارد؟ می 3ارزي با اندازه  ارزي که دقیقاً داراي یک کلاس هم ـ در تست قبل، چه تعداد رابطه هم15

1 (  2 (  3 (  4 ( 

  باشد وجود دارد؟ می 4ارزي با اندازه  س همارزي که داراي یک کلا ـ در تست قبل، چه تعداد رابطه هم16

1 (  2 (  3 (  4 (
 
 
 

61
43 

  ارزي باشد؟ تواند یک رابطه هم می R، رابطه r، به ازاي کدامیک از مقادیر و  ـ براي17

1 (  2 (  3 (  4 ( 

دهند به صورت زیـر   نمایش می  را که با Rنسبت به  xباشد آنگاه مجموعه نسبی  Bبه  Aیک رابطه از  Rـ اگر 18
  شود: تعریف می

  

  باشد، داریم: به طریق مشابه، اگر

  

  کدام گزینه صحیح است؟

  ) 2  آنگاه ) اگر1
  ) هر سه4  ) 3

R ,R2 1

R R⊆ 2
1 1

R R∆1 2

R 1

R R∆1 2R R (R R ) (R R )∆ = −1 2 1 2 1 2U I

R SU

(S T)oR (SoR) (ToR)=U U

(S T)oR (SoR) (ToR)=I I

n ≥1n n n(R S) R S⊆I I

{ }A a, b,c,d,e, f=

 
 
 

61
32

 
 
 

61
23

 
 
 

6
3

 
 
 

61
33

 
 
 

61
32

 
 
 

6
3

 
 
 

64 3
 
 
 

61
23

 
 
 

61
42

 
 
 

6
4

 
 
 

62 4

R A A , A⊆ × = 7R r=

r , ,= 6 7 8r , ,= 7 9 11r , ,= 7 8 9r , ,= 7 9 10

R(x)

{ }R(x) y | y B, xRy= ∈

A A⊆1

{ }R(A ) y B |xRy , x A= ∈ ∈1 1

A A⊆1 2R(A ) R(A )⊆1 2R(A A ) R(A ) R(A )=1 2 1 2U U

R(A A ) R(A ) R(A )=1 2 1 2I I
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با نمایش گرافیکی زیـر   ) در روي مجموعهbinary relationیک رابطه دودویی ( Rـ فرض کنید 19
  است. 

    
1 (R ) داراي خاصیت تراگذريtransitive.است(  
2 (R ) داراي خاصیت تقارنsymmetric.است(  
3 (R ) داراي خاصیت ضدتقارنantisymmetric.است(  
4 (R ) داراي خاصیت انعکاسیreflexive.است(  

به وسیله ماتریس رابطـه زیـر داده شـده     Rو رابطه  ـ مجموعه20
    است: 

  

  صحیح است؟هاي زیر  کدامیک از گزینه

1 (R ) یک رابطه غیربازتابی استirreflexive2  باشد. ) می (R ) یک رابطه نامتقارنasymmetricباشد. ) می  
3 (R ) یک رابطه پاد متقارنantisymmetric4  باشد. ) می (R ) یک رابطه انتقالیtransitiveباشد. ) می  

    ـ کدام گزینه صحیح است؟21

1 (  
2(  
  باشد. نیز یک به یک می fیک به یک باشد،  gofو  ) اگر3
 ) هر سه4

    است؟ نادرستهاي زیر  باشند کدام یک از گزینه ـ اگر22

  یک به یک است. fیک به یک باشد آنگاه  gof) اگر 1
  نیز پوشا است. gofهر دو پوشا باشند آنگاه  g , f) اگر 2
  ز یک به یک و پوشا است.نی gofهر دو یک به یک و پوشا باشند آنگاه  g , f) اگر 3
  یک به یک است. gیک به یک باشد آنگاه  gof) اگر 4

    ارزي دارند برابر است با: کلاس هم 2که حداقل  ي  ارزي روي مجموعه ـ تعداد روابط هم23

1 (6  2 (7  3 (9  4 (14 

{ }A , , , , , ,= 1 2 3 4 5 6 7

{ }A , , , , ,= 1 2 3 4 5 6

RM

 
 
 
 

=  
 
 
 
  

1 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 1

(hog)of ho(gof )=

fog gof≠

g : B C,f : A B→ →

g : y z , f : x y→ →

{ }, , ,1 2 3 4
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 4کلاس عدد  در 2و  1ارزي بوده و در آنها اعداد  رابطه هم A، چند تا از روابط موجود روي ـ اگر24

  قرار دارند؟

1 (48  2 (52  3 (60  4 (72 

هـاي زیـر صـحیح     نیز یک تابع یک به یک باشد کدام یک از گفتـه  gofدو تابع باشند و  ـ اگر25
  است؟

1 (f  ،یک به یک بودهg تواند یک به یک باشد یا نباشد. می  
2 (g  یک به یک بوده وf تواتند یک به یک باشد یا نباشد. می  
  دو باید یک به یک باشند.) هر 3
 ) لزومی ندارد که هر دو یک به یک باشند.4

  داراي چند زیر مجموعه است؟ Aمفروض است. مجموعه توانی  ـ مجموعه26

1 (4  2(  3 (  4 (2 

سال آدامس  30تر از  چنین همه افراد کم اند، هم ها لباس قرمز پوشیده ـ در یک استادیوم ورزشی، همه پرسپولیسی27
جود، پرسپولیسی است. اگر بدانیم همه کسانی که لباس قرمز به تن دارنـد، کمتـر از    جوند و هرکس که آدامس می می
  سال سن دارند، آنگاه: 30

  ها در استادیوم هستند. ) فقط پرسپولیسی1
  سال در استادیوم هستند. 30) فقط افرادي با سن کمتر از 2
  جوند. ) همه در استادیوم آدامس می3
  سال دارند. 30ها سنی زیر  همه پرسپولیسی) 4

{ }A , , , , , ,= 1 2 3 4 5 6 7

g : y z , f : x y→ →

{ } { }{ } { }{ } { }{ }A , , , ,= φ φ φ

4232
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  ها پاسخنامه تست
  ) صحیح است.4ـ گزینه (1

  
  مثال

  

  

  ) صحیح است.  4ـ گزینه (2

  

  یا

  

  یعنی 

  در نتیجه پس یعنی

  

  ـ گزینه صحیح وجود ندارد.3

  

  

  

A B = 8I  

  

  

  

  باشد.   می 2ولی کلید گزینه 
  ) صحیح است.3(ـ گزینه 4

  اشتراك ندارند. B , Aهایی که با  تعداد زیر مجموعه 
  اشتراك ندارند. Bهایی که با  تعداد زیر مجموعه 

  اشتراك ندارند. Bاشتراك دارند و با  Aهایی که با  تعداد زیر مجموعه 
  ) صحیح است.1ـ گزینه (5

ارزي اسـت. ولـی    اي هـم  ارزي، رابطـه  این که اشتراك دو رابطه همارزي نسبت به عمل اشتراك بسته است یعنی  مجموعه روابط هم
  ارزي نسبت به عمل اجتماع بسته نیست. مجموعه روابط هم

  ) صحیح است.1ـ گزینه (6

A B A C= ⇒I I B C=

: A { ,= 1 2

{ } { }B , A B A C , B C= = = ≠2 3 2I I

{ }C ,= 2 4

{ }
{ }

R (a,b) | a b k

S (a,b | a b k)

= − =

= − =

6
9

}a b k− = 9{R S (a, b | a b k)= − = 6U

{ }R S (a, b) | a b k= − = 18I

(a,b) RoS∈(c,b) R ,(a, c) S∈ ∈

c b , a c≡ ≡
6 9a c k

c b k
− =

 ′− =

9
6

a b k′′− = 3

{ }RoS (a, b) | a b k= − = 3

A (B C)∆ ∆ = + + + =5 3 2 10o

A B C= = = 12

A C = 9I

B C = 6I

A B C = 5I I

= =32 8

= =82 256

= − =256 8 248
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  ) صحیح است.4ـ گزینه (7

 xبـا   xبرادر، آنگاه  xبا  y برادر و  yبا  xبردار نیست (بازتاب نیست) و اگر  xبا  x) خاصیت بازتابی و تعدي ندارد زیرا 1رابطه گزینه (
  بازتاب هم نیست. 3خاصیت تعدي ندارند. البته گزینه  3و  2هاي  برادر، نادرست است (تعدي نیست). رابطه گزینه

  ) صحیح است.2ـ گزینه (8

بازتابی و هم پاد متقارن باشد، روي یک مجموعه با   تعداد روابطی که هم n با  .عضو برابر است 
n n−2

23 در اینجـا   n = 4 و در نتیجـه  

. 
  ) صحیح است.3ـ گزینه (9
R  ،متعدي و پاد متقارنS  بازتاب و متعدي و متقارنQ .پادمتقارن، متعدي، متقارن  

  ) صحیح است.3ـ گزینه (10
  .هستند که است. و اعضاي کلاسها  5همنهشتی به پیمانه 

  ) صحیح است.1گزینه (ـ 11
  ) صحیح است.2ـ گزینه (12

  )3نیز متقارن است (گزینه  متقارن است چون
نادرسـت).   2نیز متقارن اسـت (گزینـه    و در نتیجه متقارن هستند چون
نیز صحیح اسـت   1). گزینه 4ضد بازتابی است (گزینه  بازتاب است پس  بازتابی است چون

  بررسی کنید.
  صحیح است. )3ـ گزینه (13

  توان با یک مثال بررسی کرد. می

  

  ) صحیح است.1ـ گزینه (14

 دهند ولی کـل حـالات بایـد در    عضو دیگر تشکیل کلاس دوم را می 3عضو براي یک کلاس انتخاب کرد و آن  3توان  می به 

  اند. دو بار شمرده شده و  ضرب شود زیرا افرازهایی مثل

  ) صحیح است.3ـ گزینه (15

−

=
16 4

623 3

k m+5m , , , ,= 1 2 3 4o

R 1R 1

R , R2 1R R ,R R1 2 1 2I U(R R ) (R R )−1 2 1 2U I

R , R1 2R R ,R R1 2 1 2I UR R∆1 2

(S T)OR (SOR) (TOR)⊆I I

{ }
{ }
{ }

{ }
{ }
{ }

{ }

S ( , )

T ( , )

R ( , ), ( , )

(S T)OR

SOR ( , )

TOR ( , )

(SOR) (TOR) ( , )

=

=

=

=

=

=

=

3 2
1 2
1 3 1 1

1 2
1 2

1 2

I

I

 
 
 

6
3

1
2

{ }{ }a, b,c d,e, f{ }{ }d,e, f a, b, c
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  حالت دارند: 4عضو دیگر  3. عضو انتخاب کرد مثلاً  3توان  حالت می به 

1 (  2 (  3 (  4 (  
  ) صحیح است.3ـ گزینه (16

  حالت دارند. 2عضو باقیمانده  2عضو براي کلاس انتخاب کرد.  4توان  حالت می به 

  ) صحیح است.2ـ گزینه (17
  زوج به آن اضافه شود. 2زوج  2خواهد و بخاطر تقارن باید  ج میزو 7عضوي است، بخاطر بازتاب حداقل  7چون مجموعه 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (18
  ها را اثبات کنید. تعاریف این تست را بخاطر بسپارید و گزینه

  ) صحیح است.4ـ گزینه (19
  ) هستند پس پادمتقارن نیست.  3و2) و (2و3) نیست پس متقارن نیست. (4و2) هست ولی (2و4(
  ) نیست پس تعدي هم نیست.2و7) هستند ولی (4و7() و 2و4(

  ) صحیح است.3ـ گزینه (20
ي انعکاسی نیست، زیرا عناصر قطر اصلی همگی مساوي یک نیستند و نیز نامنعکس نیست زیرا همگی عناصر روي قطر اصلی  رابطه

نیست و همچنین نامتقارن نیست زیرا بعضی برابر صفر نیستند. از طرفی چون ماتریس رابطه متقارن نیست در نتیجه رابطه متقارن 
  هاي قطر اصلی ماتریس یک هستند. این رابطه متعدي هم نیست زیرا: از درایه

 

  .حتی اگر آنگاه  است که اگر  asymmetricاي  نکته: رابطه
  ) صحیح است.4ـ گزینه (21
  ) صحیح است.4ـ گزینه (22
  ) صحیح است.4ـ گزینه (23

باشـد یعنـی یـک کـلاس      مـی  باشد که یکی از آنها  عدد می 15عضوي برابر  4ي (افرازهاي) مجموعه ارز تعداد روابط هم

  ارزي دارند. کلاس هم 2افراز دیگر حداقل  14ارزي دارد و  هم
  ) صحیح است.2ـ گزینه (24

عضـوي   5د، مجموعـه  را یـک عضـو فـرض کنی ـ    4و  2و  1باشد. در این تسـت   عدد می 52عضوي برابر  5تعداد افرازهاي مجموعه 
  شود. می
  ) صحیح است.1ـ گزینه (25
  دهیم. یک به یک باشد. با مثال نشان می gیک به یک باشد لازم نیست  gofاگر 

 
 
 

6
3{ }a, b,c

{ }{ }{ }d e f{ }{ }d,e f{ }{ }d, f e{ }{ }e, f d

 
 
 

6
4

( , ) R and ( , ) R ( , ) R∈ ∈ ⇒ ∉2 3 3 4 2 4
(a,b) R∈(b,a) R∉a b=

{ }, , ,1 2 3 4
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  نیز یک به یک است: gofیک به یک  نیست.  Gیک به یک است ولی  fدر این شکل، 

  

  ) صحیح است.2ـ گزینه (26

  

  هاي تعداد زیر مجموعه

  ) صحیح است.4(ـ گزینه 27

  

  ) صحیح است.4ـ گزینه (28
  هاي مقابل را در نظر بگیرید. به عنوان مثال مجموعه

    

    

ــه  ــت 1گزینــــ ــت نیســــ درســــ

  
  

    

  را در نظر بگیرید. کافیست  2براي نقض گزینه 

  را در نظر بگیرید. کافیست 3براي نقض گزینه 

را افـراز کننـد    Mباید  B , Aاشتراك نداشته باشند، آنگاه  B , Aباشد و اگر  باشد حتماً باید ، اگر 4در گزینه 
  خواهد بود که جدا از هم هستند. که در این صورت 

{ }gof ( , e)( , f )( ,g)= 1 2 3

{ }{ }A ,= Φ Φ

= =42 16A P(A) P(A)= ⇒ = ⇒2 4

A A B
B C D

A B C D
C D A
D B C

= ⊆ 
= ⊆  ⇒ = = == ⊆ 
= ⊆ 

A B = ΦI{ }M , , ,= 1 2 10K

A C = ΦI{ }A , , ,= 1 2 3 4

{ }A C = ⇒4I
{ }B , , ,= 5 6 7 8

{ }C , ,= 4 9 10

{ } { }B , , , A , ,= =6 10 1 5K K

{ } { }B , , , , A , , ,= =5 6 7 8 1 2 3 4

C = ΦA B M=U

B A ,A B′ ′= =

  ها پرسپولیسی
  اند لباس قرمز پوشیده

  سال 30کمتر از 
 جوند آدامس می
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  هاي فصل تست
هـاي داده شـده یـک رابطـه      م یک از رابطهبر روي آن داده شده است. کدا Rو یک رابطه  Aـ در هر گزینه مجموعه 1

    باشد؟ ) میpartial orderترتیب جزیی (

  موازي یا بر هم منطبق باشند. yبا  xاگر و فقط اگر  xRy شامل تمام خطوط موجود در صفحه و  A) مجموعه 1

2 (  

  را تقسیم کند. x ،yاگر و فقط اگر  )3

  زوج باشد. xyاگر و فقط اگر  ) 4
  وجود دارد که ترتیب کامل باشد؟ Aروي  Rـ چند رابطه 2

1 (  2 (  3 (  4  ( 

  عبارت است از مجموعه با ترتیب جزئی که عناصر آن مجموعه تمـامی مقسـوم   ، nـ براي عدد صحیح و مثبت 3

رات زیـر صـحیح   پذیري است. با توجه به این تعریف کدام یک از عبا و ترتیب جزئی هم، رابطه بخش nهاي عدد  علیه
  است؟

    نیست. جبر بول است و ) 1
  نیست. جبر بول است و  ) 2
 ) هر دو جبر بول هستند.4  کدام جبر بول نیستند. هیچ) 3

) partial orderرابطه ترتیـب جزئـی (   Aکه روي مجموعه  و رابطه مجموعه اعداد مثبت بوده Aـ فرض کنید 4

یک رابطه ترتیب جزئی  نیز روي مجموعه اعداد صحیح زوج مثبت بوده و رابطه باشد، همچنین فرض نمایید
    باشد. آنگاه:

  خواهد بود. به یک ایزومورفیزم از به Aاز  ) تابع1
  خواهد بود. به یک ایزومورفیزم از Aبه از ) تابع2
  خواهد بود.بهیک ایزومورفیزم از  به Aاز  ) تابع3
 خواهد بود.بهیک ایزومورفیزم از  A به از  )  تابع4

   

{ } { }R ( , ) , ( , ), ( , ), ( , ) , A , ,= =1 1 2 2 3 1 1 3 1 2 3

xRy, A Z +=

xRyA Z +=

( A n)=

n n!+n!(n )!−1n 22

nD

D 42D 45

D 45D 42

(Z )+≤

A′′≤A′

f (a) a= 2A′(A, )≤(A , )′ ′≤

f (a) a= 2A′(A , )′ ′≤(A, )≤

f (a) a= 2A′(A , )′ ′≤(A, )≤

f (a) a= 2A′(A , )′ ′≤(A, )≤
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رابطه ترتیب جزئی باشد، همچنـین فـرض    Aروي  بوده و رابطه مجموعه اعداد صحیح مثبت Aـ فرض کنید 5

  یک رابطه ترتیب جزئی باشد، آنگاه: روي مجموعه اعداد صحیح زوج مثبت و رابطه کنید

  است. به  ایزمورفیسم از به Aاز ) تابع1
  است. به  ایزمورفیسم از Aبه از تابع) 2
  نیست.به ایزمورفیسم از به  به  Aاز ) تابع3
  نیست.به ایزمورفیسم از به  Aبه از ) تابع4

انـد. کـدام یـک شـبکه اسـت؟      هاي زیر نشان داده شده Hasse diagramـ چهار مجموعه با ترتیب جزئی به وسیله 6
    

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    باشد؟ هاي داده شده کدام یک شبکه نمی Hasse Diagramـ از 7

1 (  2 (  3 (  4 ( 

  پذیر است؟ ـ کدام شبکه زیر پخش8

 ) هیچکدام4  ) 3  ) 2  ) 1

   

(Z )+≤

A′′≤A′

(k N)f (x) kx∈ =A′(A, )≤(A , )′ ′≤

(k N)f (x) kx∈ =A′(A , )′ ′≤(A , )≤

(k N)f (x) kx∈ =A′(A, )≤(A , )′ ′≤

(k N)f (x) kx∈ =A′(A , )′ ′≤(A, )≤
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دهنـد. کـدام یـک از آنهـا      ي پاره ترتیبی را نشان می ) چند مجموعهHasse Diagramـ اشکال مقابل نمودار هاس (9
    نشانگر یک شبکه هستند؟

  
  ) فقط (الف) و (ج)2    ) فقط (ج)1
 ) فقط (الف) و (ج) و (د)4    ) (الف) و (ب) و (ج) و (د)3

  هاي زیر صحیح است؟ کدام یک از گفته داشته باشیم اگر براي  و  ي  ـ در شبکه10

1 (  2 (  3 (  4 ( 

  ـ کدام گزاره درست است؟11

  کوچکترین عنصر دارد. متناهی باشد،  Aمشبکه و  ) اگر1
  اي جزئا مرتب باشد، عنصري مینیمال دارد. مجموعه ) اگر2
  اي تماما مرتب است. مشبکه باشد، آنگاه مجموعه ) اگر3
 اي تماما مرتب نیست. مجموعه آنگاه اي جزئا مرتب بوده ولی تماماً مرتب نباشد و  مجموعه ) اگر4

که داراي بزرگترین و کوچکترین عضو هستند برابـر اسـت    ي  هـ تعداد روابط ترتیب جزئی روي مجموع12
  با:

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    است؟ نادرستـ کدام گزاره 13

  است. Aبزرگترین عضو  aداشته باشد، آنگاه  aکه یک مجموعه مرتب با ترتیب کلی است فقط یک عضو ماکسیمال  A ) اگر 1
  است. Aبزرگترین عضو  aداشته باشد، آنگاه  aکه یک مجموعه مرتب با ترتیب جزئی است فقط یک عضو ماکسیمال  A) اگر 2

مجموعه اعداد گویاست بزرگترین کران پایین دارد ولی کـوچکترین   Qکه در آن  ) مجموعه3

  کران بالا ندارد.
بزرگتـرین عضـو    aداشته باشد، آنگاه  aعضو ماکسیمال  اي متناهی و مرتب با ترتیب جزئی است فقط یک که مجموعه A) اگر 4
A .است  

    ..................... . ، به ازاي هر ـ در جبر بولی14

1 (    2 (  
3 (    4 (  

≤>P<a,b,c P∈c b,c a≤ ≤

*c a b≤*c b c≤c a b≤ ⊕a b c⊕ ≤

(A, R)(A, R)

(A, R)

(A, R)

(A, R)B Aφ ≠ ⊂(B,B B R)× I

{ }, , , ,1 2 3 4 5

!×3 5!×4 5!×5 5!×7 5

{ }A X X Q, X°= ∈ < <38 15

B B,*, ,=   1o oa B∈

a *a a , a a a= + =a * , a= + =1 1 1o

a *a , a a a= + =oa * a , a= + =1 1o
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ي هاي زیـر یـک زیـر شـبکه     باشد، کدام یک از گزینه Aي  ي قوه مجموعه و  ـ اگر15

  ؟نیست

1 (  2 (  

3 (  4 (  

 ترتیب نیست؟ـ کدام گزینه رابطه 16

  )A(مجموعه توانی  روي  ) رابطه1
  Zروي  ) رابطه2
    Zروي  ) رابطه 3

  شود: که به این صورت تعریف می R) رابطه 4
  پذیري یک ترتیب کلی (خطی) است؟ ـ کدام گزینه با رابطه بخش17

1 (  2 (N  3 (  4 ( 

{ }A a, b, c=P(A)P(A),< ⊆>

{ } { } { } { } { }{ }, a , b , c , a,b , a,c ,< φ ⊆ >{ } { } { }{ }, a , b , a,b ,< φ ⊆ >

{ } { } { } { } { } { }{ }, a , b , c , a,b , b,c , a,b, c ,< φ ⊆ >{ } { } { } { } { }{ }, a , b , a, b , a,c , a, b,c ,< φ ⊆ >

⊆P(A)

≤

|

ra,b Z : aRb b a ( r Z )+∀ ∈ ⇔ = ∃ ∈

{ }, ,3 5 15{ }, ,24 2 6{ }, ,1 2 3
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  ها پاسخنامه تست
  ) صحیح است.3ـ گزینه (1

) 3و  3) خاصیت انعکاسی نیز ندارد زیـرا شـامل زوج مرتـب (   2خاصیت پاد تقارنی ندارند. رابطه گزینه ( 4و  2و  1هاي  گزینه  رابطه
  اي ترتیب است که سه خاصیت بازتاب، پاد تقارن و تعدي داشته باشد. نیست. توجه: رابطه

  ) صحیح است.2ـ گزینه (2
  شد.با می عضوي nترتیب کامل، زنجیر است و تعداد زنجیرهاي 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (3

  
  ) صحیح است.1ـ گزینه (4

  نیز صحیح است.  4این تست غلط است و 
  ) صحیح است.4ـ گزینه (5

  صحیح نیست. صحیح است ولی به ازاي به ازاي 1گزینه 
  صحیح نیست. kبه ازاي هیچ مقدار  2گزینه 
  صحیح نیست. به ازاي 3گزینه 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (6
  وجود ندارد. ،4وجود ندارد و در گزینه  ،3وجود ندارد، در گزینه  ، 2نه در گزی

  ) صحیح است.2ـ گزینه (7
  وجود ندارد. 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (8
  بررسی کنید.

  ) صحیح است.4ـ گزینه (9
  ) صحیح است.3و  1ـ گزینه (10

  

  باشد. می زیرا همیشه توان نتیجه گرفت که  باشد می می چون 
  ) صحیح است.1ـ گزینه (11

  هر شبکه متناهی مینیمم و ماکسیمم دارد. هر پاست متناهی مینیمال و ماکسیمال دارد.
  ) صحیح است.2ـ گزینه (12

  نمودار هاس چنین روابطی به شکلهاي زیر است:

n!

= × = × ×245 3 5 42 7 3 2

k = 2k ≠ 2

k = 2

a c, b d∧ ∨a c, b I , b I∨ ∧ ∨f e ,a b∨ ∧

a b∨

c a
c a b

c b
≤ 

⇒ ≤ ∧≤ 

c a b≤ ∧c a b≤ ∨a b a b∧ ≤ ∨

http://www.SANJESH.IR


 گسستهساختمان 
WWW.SANJESH.IR     »89« 

 

  
حالت است و شـکل    داراي 4حالت دارند شکل  دوگان هم هستند و هر دو با هم 3و  2حالت است. شکل  داراي  1شکل 

  حالت پس داراي  5
                  اي سازگار نیست. با هیچ گزینه

  ) صحیح است.2ـ گزینه (13
نادرست است زیرا پاست اگر نامحدود باشد ممکن است یک ماکسیمال داشـته باشـد ولـی ماکسـیمم نداشـته باشـد مـثلاً         2گزینه 

  است ولی ماکسیمم ندارد. aداراي ماکسیمال 
است ولی کوچکترین کران بـالا وجـود    2برابر  A. بزرگترین کران پایین پس حیح است زیرا ص 3گزینه 

  گویا نیست. ندارد. دقت کنید
  ) صحیح است.1ـ گزینه (14
  ) صحیح است.1ـ گزینه (15

  گزینه به شکل زیر است: 4نمودار هاس هر 

  
اي اسـت   است! ولی در بعضی منابع، زیر شبکه صرفاً زیر مجموعـه البته با تعریفی که در کتاب براي زیر شبکه گفته شده تست غلط 

  از یک شبکه که خود شبکه باشد که در این صورت تست درست است.
  ) صحیح است.3ـ گزینه (16

  پاد متقارن هست. Nپاد متقارن نیست ولی روي  Zرابطه عاد کردن روي 
  ) صحیح است.3ـ گزینه (17

 باشد. می  شمارد پس هاس آن  را می 24عدد  6و  6عدد  2

   

!5!4!5

!3

! ! ! !+ + +5 4 5 3

x< <38 15x< < 32 15

3 15
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  مجموعه تست
    توان تعریف کرد؟ با عضو متمایز، چند عمل دوتایی می Xـ روي مجموعه 1

1 (  2 (  3 (  4 ( 

و اپراتور * به معنی کوچکترین مضرب مشترك را در نظـر بگیریـد، کـدام گزینـه      Nـ مجموعه اعداد صحیح مثبت 2
    ست؟صحیح  ا

1 (  
  مربوط به * برابر صفر است. Identity) عنصر 2
  نیست. commutativeبوده و  semigroupیک  ) 3
  است. 1دارد  Inserseکه  N) تنها عضوي از مجموعه 4

  اند. نسبت دو سیستم جبري را مشخص کنید. به وسیله جداول زیر تعریف شده ـ دو سیستم جبري3

    سیستم جبري را مشخص کنید.

  

  است. سایه همومورفیک نیم گروه  )1
  است. سایه منومرفیک ) 2
  است. سایه ایزومورفیک نیم گروه  ) 3
 است. سایه اپی مرفیک تکوار  ) 4

  ـ 4

  

  یک نیم گروه است، ولی مونویید نیست. ) 1
  یک مونویید است ولی گروه نیست. ) 2
  یک گروه است. ) 3
 یک نیم گروه است. ) 4

nnn n×n(n)
2n n×2

*=162 18 9

(N,*)

S, , G ,*< ∆ < >

* a b c d
a c d a b
b d c b a
c a b c d
d b a d c

∆1 2 3 4
1 1 2 3 4
2 2 1 4 3
3 3 4 1 2
4 4 3 2 1

G ,*< >(S, )< ∆

G ,*< >S, )< ∆

G ,*< >S, )< ∆

G ,*< >S, )< ∆

{ }G , , ,= 1 2 3o

f 1 2 3
1 2 3

1 2 3 1
2 3 1 2
3 1 2 3

o
o o

o
o

o

(G,F)

(G,F)

(G ,F)

(G ,F)
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یـک مرکـز گـروه     داشـته باشـیم:   شود اگر براي هر نامیده می مرکز گروه عضوـ 5

    الاضلاع عبارت است:  هاي یک مثلث متساوي تقارن

  درجه 90) دوران حول مرکز مثلث به اندازه 2  درجه 60) دوران حول مرکز مثلث به اندازه 1
 درجه 180مثلث به اندازه  ) دوران حول مرکز4  درجه 90) دوران حول مرکز مثلث به اندازه 3

ارزي  ارزي تولید شده بـه وسـیله رابطـه هـم     ي کلاسهاي هم مجموعه ي اعداد صحیح و مجموعه Iـ فرض کنید 6
× کنیم (عملیات + و  تعریف می باشد، به ازاي  mبه ازاي هر عدد صحیح مثبت » mهمنهشت به پیمانه «

    اند)  تعریف شده Iروي 

  ي به پیمانه

  ي انهبه پیم

  کدام گزینه درست است؟

  تکواره نیست. ) 2    گروه است. ) 1
 تکواره نیست. ) 4    گروه است. ) 3

    نمایشگر زیر ساخت باشد. کدام یک درست نیست؟ ـ فرض کنید7

1 (  2(  3 (  4 ( 

G G∈(G ,*)x G∈x *c c* x=

mZ

mi , j Z∈      

)mi j (i j) (m+ = +        

)mi j (i j) (m× = ×        

m mZ ,< × >m mZ ,< + >

m mZ ,< + >m mZ ,< × >

⊆

(N, ) (Z, )< ⊆ <(N, ) (Z, )+ ⊆ +(N, ) (Z, )− ⊆ −(N,|) (Z,|)⊆

http://www.SANJESH.IR


  گسستهساختمان 
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«92» 

  پاسخنامه
  ) صحیح است.3ـ گزینه (1

  به متن درس رجوع کنید.
  ) صحیح است.4ـ گزینه (2

  غلط) 3جابجایی دارد (گزینه  غلط)  2است (گزینه  1غلط). عنصر همانی  1است (گزینه  18برابر  9و  18ك.م.م 
  ) صحیح است.3ـ گزینه (3

  را به شکل زیر تعریف کنیم: کافیست تابع

  
  در این صورت:

  

  همومورفیسم است و چون یک به یک پوشا است، ایزومورفیسم است. fپس  توان نشان داد می
  گروه است. پذیر هستند پس نیم شرکت  در ضمن

  ) صحیح است.3ـ گزینه (4
  پذیر است و هر عضو وارون دارد پس گروه است. است. شرکت 3عضو خنثی 

  ) صحیح است.3ـ گزینه (5
  ست.ها لازم به ذکر است، مرکز مثلث، محل برخورد میانه

  
  ) صحیح است.3ـ گزینه (6

  تکوار است. گروه آبلی است. 
  ) صحیح است.3ـ گزینه (7

  اصلاً سیستم جبري نیست. 

(N ,*)

f : G S→

f ( ) c , f ( ) d , d ( ) a , f ( ) b= = = = =1 2 3 4

f ( * ) f ( ) b
f ( ) f ( ) d a b

= =
∆ = ∆ =

2 3 4
2 3

x , y G : f (x * y) f (x) f (y)∀ ∈ = ∆

(G ,*) , (S, )∆

m(Z , )+m(Z , )×

(N , )−
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  روابط بازگشتی: فصل چهارم
  توان تعریف کرد: هاي متنوع می یک دنباله را به روش

  انگیز است). (ابهامـ نوشتن چندین جمله اول به امید رسیدن به یک الگو با فرمول عمومی 1
  ام nـ ارائه یک فرمول صریح براي جمله 2
  ـ استفاده از مفاهیم بازگشتی3

کند و ثانیـاً مقـادیر    ام را به چند جمله قبلی مرتبط می nي بازگشتی نیاز دارد که جمله  ـ روش سوم اولاً به یک معادله به نام رابطه
  گوییم. (دنباله فیبوناتچی) رزي میخواهد که به آنها شرایط م  ي اول را می چند جمله
دنباله به صورت بازگشتی معادل به کار بردن استقراري ریاضی است. شرایط مرزي مشابه پایه استقرار و رابـط بازگشـتی    ـ تعریف:

  مشابه مرحله استقرار است.
. شرایط مرزي ارائه سازد که جمله پیشین مرتبط می Kام را به  nیک رابطه بازگشتی فرمولی است که جمله  تعریف:

  باشد. ي رابطه بازگشتی می مرتبه Kاست.  مقادیر براي 
  کند. هاي متعدد تولید می مرزي متفاوت دنباله  ـ یک رابطه بازگشتی با شرایط

حل یک مسأله به صورت بازگشتی به معناي پیدا کردن راهی براي شکستن مسأله مزبور به زیر مسائلی اسـت کـه صـورت ظـاهري     
شـود. گـام بعـدي تلفیـق و ترکیـب       مـی شود تا آخرین زیر مسأله به سادگی حل  مشابه به مسئله اولیه است. این روند تکرار میآنها 
اند به تفکـر بازگشـتی معـروف     هاي حاصل و به دست آوردن جواب کلی است. این فرض که زیر مسائل کوچکتر قبلاً حل شده جواب

  بات قضایاست.است. این سنت مشابه فرض استقرار در اث
حلقـه طـلا بـه ترتیـب نزولـی       64ها یک معبد هندي داراي سه ستون الماس است کـه خداونـد    بنا به افسانه هانوي  برج مثال:

ها را به ستون آخر منتقل کنند و هرگز نباید یـک حلقـه بزرگتـر     ها باید این حلقه قطرشان از پایین به بالا روي آنها قرار داده. راهبه
  قرار گیرد. اگر با اتمام کار، عمر جهان پایان یابد. عمر جهان چقدر است؟ روي کوچکتر

کنیم راهی براي انتقال حل بازگشتی اینچنین است که فرض می راه ي آخر را  ایم. حال باید حلقه حلقه به ستون دوم پیدا کرده 
ـ حلقه را به ستون سوم رساند حال اگر1کرد و سپس  اضافهبه ستون سوم  جـایی   هاي لازم بـراي جابـه   انتقال حداقل  n 

بینیم براي انتقال  حلقه از یک ستون به ستون دیگر باشد می حلقه از   A به   انتقال و براي انتقال  حلقه از   B به 

انتقال نیاز است پس  و شرط مرزي   رابطه بازگشتی  است. پس  است.   

این رابطه منصوب به لئوناردوپیزا ریاضیدان قرون وسطایی است و بر این اسـاس اسـت کـه: در ابتـداي      دنباله فیبوناتچی مثال:

هاي دیگر یک جفـت خرگـوش    شوند ولی در ماه سال یک جفت خرگوش داریم. هر جفت خرگوش در ماه اول تولد صاحب بچه نمی
  در انتهاي سال؟هاي  رود. تعداد خرگوش آورند و هیچ خرگوشی از بین نمی به دنیا می

انـد   هنوز تولید مثـل نکـرده   است زیرا خرگوش ماه هاي ماه ام برابر تعداد خرگوش nهاي متولد شده ماه  تعداد خرگوش
  ام باشد،  nهاي ماه  تعداد خرگوش پس اگر 

  چند عضو دارد؟ 11رقمی فاقد الگوي  nمجموعه اعداد دو دویی  مثال:

n K ,K≤ ≥1

Ka , , a , a−1 1 oK

←

n −1

nn a≥ 1

n −1 na ,B−1 n −1

na ,C−1 n n na a a− −= + +1 11 a =1 1 n na a
a

−= +
 =

1

1

2 1
1

←

n −2n −1

Fon n nf , F , f f f− −= = = +1 1 21 1o
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اضافه کنیم. پـس همـان تعـداد    1یا  Uرقمی  رقمی باید به اعداد uاختن اعداد دانیم که براي س و می دانیم می
  ایجاد نشود، بنابراین 11باید مواظب باشیم الگوي  1رقمی عدد داریم ولی در اضافه کردن  

  
کنیـد.  دهـیم را حسـاب    نشان می ي غیرتهی که با زیر مجموعه 7عضوي به  nتعداد افرازهاي ممکن است یک مجموعه  مثال:

  به اعداد استرلینگ نوع دوم معروف هستند. اعداد

باشند که با تعـداد  که شامل تقسیم کرد. تعداد افرازهاي و فاقد توان به دو گروه شامل این مجموعه را می

  باشد. بنابراین: می برابر است اما تعداد گروه دوم برابر 

  

خواهیم به فرمول صریح نیاز داریم که آن را  بزرگتر نیاز داریم یا خواص دنباله را میگاهی از اوقات، بویژه وقتی به جملات با اندیس 
  جواب رابطه بازگشتی گوییم.

  حال روابط بازگشتی با استفاده از جایگذاري با تکرار:
  این روش براي حل روابط بازگشتی مرتبه اول بسیار مناسب است.

  مثال:

  

  

  مثال:

  

  

  هاي لازم را محاسبه کنید. در نظر بگیرید. تعداد مقایسه سازي جایی را مثال مرتب

  

ي ضــلعی بــا تمــام اقطــارش حاصــل شــده (گــراف کامــل) تعــداد یالهــاي آن از رابطــه  nشــکل اســت کــه از ترســیم یــک  

S S= =1 2 o ou −1

u −1

n n nn ,S S S− −≥ = +1 22

nS −1

n,rS

{ }nx{ }nxn,rS{ }nx

n , rS − −1 1n ,rrS −1

n ,r n , r n , r

n , r n ,n

S S rS r n

S ,S n
− − −= + ≤ ≤

 = = ≥
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1 1 1

n
n n

n
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a a f (x) n
a a f (K)
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  آید. بدست می 

کنـیم و هـر قسـمت را بـا      مـی سازي ادغامی: در این روش ابتـدا آرایـه را بـه دو قسـمت تقسـیم       هاي لازم براي مرتب تعداد مقایسه
  شوند. پذیرد و با هم ادغام می سازي در راه بازگشت صورت می کنیم. سپس مرتب هاي دیگر تقسیم می هاي متوالی به قسمت تقسیم

  

  

  

د. رون ـ هاي بازگشتی بـه کـار مـی    رابطه بازگشتی حالت خاصی از روابط تقسیم و حل است. این روابط براي تجزیه و تحلیل الگوریتم
  است. nتابعی از  ثابت و  d , cاست که  ي تقسیم و حل به صورت فرمول عمومی یک رابطه

   

n na a (n ) n
a

=−= + − ≥
 =

1 1 1
o o

m
n

na a n n ,n

a


= + − ≥ =


 = 1

2 1 2 22
o

n n n na a a n

n n n na a a n

 
= + − = + − 

 
 

= + − = + − 
 

2

2 2 3 2

2 2 2 1 2 22 4 2 4

2 2 2 1 2 24 8 4 8

n

m
n

m m m
m m
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n
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na a n

n na a n a (n ) (n ) (n )

n na a n

mn (n ) mn ( )
nmn u m log a log n

°

° −
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−
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
− = − 
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


− = − 

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  حل روابط بازگشتی با استفاده از معادله مشخصه:
ــف: ــر تعریـــ ــی و اگـــ ــداد حقیقـــ ــاه    اعـــ ــد آنگـــ ــه باشـــ ــک دنبالـــ یـــ

رابطــه  اســت. اگــر Kي  یــک رابطــه بازگشــتی از مرتبــه 
  گوییم. غیر این صورت ناهمگن میبازگشتی را همگن (متجانس) و در 

  روابط بازگشتی همگن مرتبه دو:

nشود پس داریم  در نظر گرفته می  n nc r c r c− −+ + =2
1 2  گوییم. کـه اگـر   به این معادله، معادله مشاخصه می 0

  هاي آن باشند سه حالت داریم: ریشه
1(  
2(  
3(  

هاي دلخواهی هستند که بـا دانسـتن شـرایط مـرزي      ثابت که ) در حالت اول جواب عمومی به صورت1
  شود. مشخص می

  

  معادله مشخصه

  

تعداد این محاسبات مجاز باشد بدیهی است: گیریم. اگر را در نظر می مثال عبارت محاسباتی مجاز بدون پرانتز شامل 

  
ــارت ــی   در عب ــدد م ــک ع ــط ی ــی فق ــه   علامت ــا ب ــوان اضــافه کــرد، ام ــی ت ــی علامت ــوان یکــی از  هــا م ــت  29ت علام

  اضافه کرد. 

  

  

اند. در عـین حـال    موهومی است که اند باز جواب عمومی به صورت هاي موهومی ) در حالتی که ریشه2
  وقتی ضرایب رابطه بازگشتی حقیقی است، جواب عمومی حاصل نیز حقیقی است.

  

  

. در اسـت، جـواب عمـومی بـه صـورت      ي مشخصه داراي ریشه مضاعف ) در حالتی که معادله3

n K n nc ( ) , , c ( ) ,c ( )− −≠ ≠ ≠1o K o oma

n n n n n K n Kc a c a c a f (n) ,n K− − − −+ + + = ≥1 1 Kf (n) , n= ∀ ≥o o

n n n n n nc a c a c a n− − − −+ + = ≥1 1 2 2 2o

n
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r r r= =1 2

r r≠1 2

n n
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 یک ریشه تکراري بـا مرتبـه    rاعداد حقیقی و  حالت عمومی، اگر

  است عبارت است از  rي  باشد. آن قسمت از جواب عمومی که مربوط به ریشه

  هاي دلخواهی هستند. ثابت 

  

  
  از جایگذاري شرایط مرزي داریم:

  
  :روابط بازگشتی ناهمگن خطی با ضرایب ثابت

 کـه  و با ضرایب ثابـت  Kرابطه بازگشتی ناهمگن از مرتبه 
  یک تابع غیر صفر است. اعداد ثابت حقیقی و

  تابع غیرصفر. ـ رابطه بازگشتی ناهمگن از مرتبه

اسـت   جواب عمومی رابطه بازگشتی همگن جواب عمومی این رابطه به دو صورت

  آید: هاي زیر بدست می از راه یک جواب ویژه که بسته به  و

  هم حاصل جمع جملات متناظر در ستون دوم خواهد بود. حاصل جمعی از توابع ستون اول باشد  ) 1

  هم مثل ستون دوم است. هاي جدول باشد و جوابی براي رابطه بازگشتی همگن نباشد به صورت یکی از حالت )2

یــا ی بــراي رابطــه بازگشــتی همگــن باشــد یعنــی جــواب مثــل ) وقتــی یــک از جمــع ونــدهاي تــابع 3

را بـه   ي منسـوب بـه   ریشـه معـادلات مشخصـه اسـت. در چنـین حـالتی جـواب ویـژه         rکه در آن  

قسـمت   کنـیم. در ایـن حالـت    نباشد ضـرب مـی   که در آن هیچ جمع وندي از  مثل nکوچکترین توانی از 

  است. متناظر از
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        ثابت

  ثابت  

    

    

    
    

    
    

    
    
    

  

  توابع مولد:

تـا داشـته    5تـا و حـداکثر    2تا و سومی حـداقل   2تا، دومی حداقل  4نفر که اولی حداقل  3پرتقال را بین  12اگر بخواهیم  مثال:

  باشند تقسیم کنیم چند حالت داریم؟

  برابر تعداد حالات است. ضریب

  تابع مولد
توپ سـیاه   6اي انتخاب کنیم که حداقل  هایی با رنگ قرمز، سبز، سفید و سیاه به گونه توپ را از بین تعداد نامحدود توپ 24 مثال:

  و به تعداد زوج توپ سفید داشته باشیم.

  جواب مسأله است. ضریب

  
  اي از اعداد حقیقی باشد. رشته فرض کنید که تعریف:

  تابع 

  ور گوییم.ي مزب را تابع مولد رشته 

  است.  ي تابع مولد براي رشته :مثال

  اي نیوتون به صورت زیر است: قضیه دو جمله ـ براي هر

(p)
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  توان تعمیم کرد: هاي منفی و حقیقی می nاین فرمول را براي 

  

  

  اگر

  به صورت زیر است: بسط سري مک لورن براي براي  مثال:

  

  است. ي تابع مولد رشته لذا
  نکات مهم:

  ـ 1

 ـ 2

  ـ 3

  ـ 4

  ـ 5

  ـ6

  ـ 7

  آنگاهاگر

  در آن

  بدست آورید. را در ضریب مثال:

  

  

   

n n n
n n nnZ ( x) c c x x c x+∀ ⇒ + = + + + +1 21 o K

r
n

n! n(n )(n ) (n r )n. Z , n r c
r!(n r)! r!

+ − − − +
∀ ∈ ≥ ≥ ⇒ = =

−
1 2 1Ko

r r
r r r

u
( ) n(n )(n ) (n r ) ( ) (n r)!n Z c ( ) (n r )! e n r

r! r!(n r)!
+

−
− + + + + − +

∈ ⇒ = = = − + − + −
−

1 1 2 1 1 1 1 1K

nn c⇒ ∀ ⇒ =1o

n Z +∈n( x) −+1

n r r
n r r

r r

x ( n)( n ) ( n r )( x) ( n) ( n)( n ) r ( ) c
! r!

∞ ∞
−

+ − ×
= =

− − − − − +
+ = + − × + − − − + + = + × = −∑ ∑

2
1

1 11 1 1 1 12 o o

KK K

n( x) −+1r
n n, c ,c ,c− −

2 oK

n n n
n n n n( x) c c xc a x c x+ = + +1 2 2 21 o K

n n n n
n n n n( ax) c c ax c a x c a x+ = + + + +1 2 2 21 o K

m n m m n nm
n n n n( x ) c c X c X c X+ + + + +1 2 21 K

n n( x ) / ( x) x x x++ + = + + + +1 21 1 1 K

k

K
/ ( x) x x X

∞

=

− = + + + = ∑21 1 1
o

K

K
K K K K

n n n n K nn
K K

c c X c x c X ( ) c X
( x)

∞ ∞

− − − − +
= =

= + + + = = + −
+

∑ ∑1 2 21 1 1
1

o

o o
K

K K K K
n n n n Kn

K K
c c ( x) c ( x) c x

( x)

∞ ∞

− − − +
= =

= + − + = − =
−

∑ ∑1 21
1 o o

K

K K
x K

K K
h(x) F(x)g(x) ,g(x) b x , f (x) a x

∞ ∞

= =

= = =∑ ∑
o o

K
K

K
h(x) c x

∞

=

= ∑
o

K i K i
i

K ,C a b
∞

−
=

≥ = ∑
o

o

x 15f (x) (x x )= + +2 3 K

x xf (x) (x ( x )
x ( x)

 
= + + = = 

− −  

42 8
2 4

41 1 1
K

r r
n rn

r
c x c

( x)

∞

+ −
=

= ⇒ =
−

∑ 7
1 11

1 120
1 o

http://www.SANJESH.IR


  گسستهساختمان 
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«100» 

  حال روابط بازگشتی با استفاده از توابع مولد:

  ها در برج هانوي: هاي حلقه جایی تعداد جابه مثال:

  

  

  

  

  روابط بازگشتی
» ي بازگشـتی  باشد، یک رابطـه  وابسته به مقادیر اي که در آن مقدار ، به معادلهي  براي دنباله
  شود. گفته می

  توان بصورت زیر نوشت: این معادله را می

    
ي بازگشتی معرف یک دنباله از مقادیر است که یک یا چند مقدار این دنباله باید مشخص باشد تا با اسـتفاده   شرایط اولیه: هر رابطه

  شوند. نامیده می» شرایط اولیه«یند. این مقادیر مشخص ي بازگشتی بقیه مقادیر بدست آ از رابطه
  شود. نامیده می» ي بازگشتی همگن رابطه«باشد،  ي بازگشتی که در آن ي بازگشتی همگن: یک رابطه رابطه
  اي بصورت زیر است: با ضرائب ثابت رابطه kي  ي بازگشتی همگن مرتبه رابطه

    
  شرط اولیه وجود داشته باشد: kباید  ي  که براي بدست آوردن جواب خاص بعنوان دنباله

  
  ي اول با ضرایب ثابت ي بازگشتی همگن مرتبه رابطه

  عنوان شد، در این حالت رابطه صورت کلی زیر را دارد: kي  ي بازگشتی مرتبه با استفاده از آنچه براي رابطه

    
ي دنباله را با اسـتفاده از آن شـرط اولیـه     توان هر جمله کند و می ه براي بدست آوردن دنباله کفایت میدر این رابطه یک شرط اولی

  بدست آورد:

  
  ي دوم با ضرایب ثابت رابطه بازگشتی همگن مرتبه
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  رابطه در این حالت بصورت زیر است:

  
  کند. در چنین حالتی دو شرط اولیه براي بدست آوردن دنباله کفایت می

  توان نوشت: باشد که جایگذاري در رابطه می تواند بصورت اب معادله در این حالت میجو

  
  هاي این معادله درجه دوم سه حالت امکان وقوع دارد: که براساس ریشه

  خواهد بود. ي حقیقی و جدا باشند که در این صورت جواب بصورت دو ریشه الف)

nاین صورت جواب بصورتي حقیقی و مضاعف باشند که در  دو ریشه ب) n
na c r c nr= +1 1 2   خواهد بود. 1

  باشد: می هایی حقیقی نباشند که باز هم مثل حالت الف ولی با مقادیر مختلط  دو ریشه ج)

  
  ي اول و دوم ي بازگشتی ناهمگن مرتبه رابطه

  باشند: این گونه روابط نیز بصورتهاي عمومی زیر می

  

  باشند. قابل حل می» تابع مولد«و » جواب عمومی و خصوصی« که این روابط با دو روش
  جواب عمومی و خصوصی

و  حاصـل جمـع دو مقـدار خصوصـی     توان بکار برد. در ایـن روش جـواب رابطـه     حل را در بعضی از موارد می این راه

باشد که روش بدست آوردن آن قبلاً ذکر شده اسـت   ي همگن می شود. مقدار عمومی، جواب رابطه در نظر گرفته می عمومی
جـواب حـدس زده شـود و سـپس بدسـت آیـد.        ) و براي بدست آوردن جواب خصوصی نیز باید با استفاده از (براي

شد که بـا جایگـذاري در رابطـه و    با می توان حدس زد که جواب بصورت می ي بعنوان نمونه در معادله
  آید. نیز بدست می Aداشتن مقدار اولیه، 

  تابع مولد
ــاهمگن   ــه ن ــن روش در رابط ــرف در در ای ــی  دو ط ــرب م ــردد و حاصــل  ض گ

  شود. قرار داده می از طرف راست رابطه بدست آورده شده و برابر شود. سپس ضریب نامیده می 
  مانند قوانین زیر باشد: در این روش ممکن است نیاز به قوانینی
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  هاي فصل تست
  ؟  برابر است با  به ازاي چه مقدار براي ي بازگشتی  ـ پاسخ معادله1

1 (  2 (1  3 (2  4 (1- 

    کدام است؟ ـ با توجه به دنباله بازگشتی مقابل2

  

1 (6  2 (8  3 (9  4 (7 

هاي نوار را سیاه کرد، به طوري  توان برخی از خانه ریم. به چند طریق میمطابق شکل در اختیار دا 10ـ نواري به طول 3
    که هیچ سه خانه سفیدي کنار همدیگر نباشند؟

  

1 (1002  2 (274  3 (149  4 (64 

ـ براي یک سیستم کامپیوتري یک رشته دهدهی یک کلمه رمز معتبر است اگر شامل تعداد زوج صفر باشـد. یـک   4
    عبارتست از: nلید کلمات رمز معتبر به طول رابطه بازگشتی براي تو

1(  2 (  3(  4 ( 

زیر مجموعه غیرتهی افراز کرد، کـدام   rعضوي را بتوان به  nهایی باشد که یک مجموعه  برابر تعداد حالت ـ اگر5
توان به دو زیر مجموعه غیرتهی افراز  طریق می 3عضوي را به  3زیرا یک مجموعه  گزینه صحیح است؟ (مثلاً 

  ).کرد) (شرایط اولیه

1 (    2 (  
3(    4 ( 

) در یک لیسـت  binary searchهاي لازم براي اجراي جستجوي دوتایی ( تعداد مقایسه ـ رابطه بازگشتی براي 6

    عضو چیست؟ nمرتب شده با 

1(  2 (  3 (  4 ( 

اند و در ضمن شامل دو صـفر یـا یـک     تشکیل شده است که از  nهایی به طول  ، تعداد رشتهـ فرض کنید7
    کدام است؟ پشت سر هم نیستند. رابطه بازگشتی براي

1 (  2 (  
3 (  4 ( 
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ه صحیح کدام گردد،  بنویسیم. گزین خواهیم تابعی بازگشتی براي بیان تابع زیر که روي اعداد صحیح تعریف می ـ می8

    است؟

1 (  2 (  

3 (  4 ( 

شوند تـا یـک نفـر     به ترتیب یک در میان حذف می 1اند و از شماره  در یک دایره قرار  گرفته nتا  1نفر از شماره  nـ 9
است. کدام یک از روابط زیر صـحیح اسـت.   شود). شماره نفر باقیمانده  حذف می 2باقی بماند (اول نفر 

    

1 (  2(  3 (  4 (  

کنیم  را حذف می 2چینیم. حال عدد  هاي ساعت) می را متوالیاً دور یک دایره (مثلاً در جهت عقربه ـ اعداد10
، کنیم تا تنها یک عدد باقی بمانـد (مـثلاً بـه ازاي    و سپس یک در میان، این کار را بین اعداد باقیمانده تکرار می

مانـد؟  ، چـه عـددي بـاقی مـی    ماند). به ازاي  باقی می 3بوده و عدد  5و  1و  4و  2اعداد حذف شده به ترتیب 
    

1 (15  2 (13  3 (12  4 (11 

    به صورت ................ است؟ در این صورت ـ فرض کنید11

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    برابر است با: اعداد ثابت،  در این صورت با  ـ اگر12

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    حل کدام رابطه بازگشتی است؟ ـ دنباله13

1 (    2 (  
3 (  4 ( 

بـه صـورت    ، در ایـن صـورت بـه ازاي    داشـته باشـیم   ـ فرض کنید بـه ازاي 14

    .................. است.

1 (  2 (  3 (  4 ( 

nn , F(n) n≥ = − +2 1 2o

F(n) F(n ) F(n )
F( ) F( )

= − − − −
= =

4 1 3 2 5
1 3o o

F(n) F(n ) F(n )
F( ) F( )

= − − − −
= =

3 1 2 2 5
1 3 2 7

F(n) F(n ) F(n ) F(n )
F( ) F( ) F( )

= − − − + −
= = =

4 1 5 2 2 3
1 3 2 7o o

F(n) F(n ) F(n )
F( ) F( )

= − − − −
= =

4 1 5 2 5
1 3o o

j(n)( j( ) )=1 1

j( n) j(n)
j( n ) j(n)

= +
 + = −

2 2 1
2 1 2 1

j( n) j(n)
j( n ) j(n)

=
 + = +

2 2
2 1 2 1

j( n) j( n)
j( n ) j(n)

= −
 + = −

2 2 1
2 1 2 1

j( n ) j(n)
j( n) j(n)

+ = +
 = −

2 1 2 1
2 2 1

, , , n1 2 K

n = 5

n = 37

n n na a a− −= +1 22na

n
na b cn= +2n n

na b c= +3 2n n
na b c( )= + −2 1n n

na b c( )= + −3 1

n n na a ,a a a− −= = +1 1 22 3o,β αna

n
na = α + β3n n

na = α + β2 3n n
na ( )= α + β −3 1n n

na ( )= α − + β1 2 3
n

na ( ) n= − −3 2 3

n n na a a− −= −1 22 2n n n na a a a− − −= − + −1 2 35 8 4 1

n n n na a a a− − −= − +1 2 34 5 2n n n na a a a− − −= − +1 2 34 5

kn = 2nf (n) f ( )= + 32
kn = 2f (n)

f (n) an b= +nf (n) a b= +2an b log n+ 2f (n) a log n b= +2
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  ها پاسخنامه تست
  ) صحیح است.3ـ گزینه (1

  
  است.) صحیح 2ـ گزینه (2

  
  

  ـ جواب درست وجود ندارد.3
ــا شــرایط اولیــه رابطــه بازگشــتی باشــد و جملــه دهــم جــواب اســت:  مــی ب

  
  ) صحیح است.4ـ گزینه (4

  آزمایش کنید  به متن درس مراجعه کنید و یا به ازاي
  ) صحیح است.1ـ گزینه (5

را شـامل نشـود    جموعه افرازهایی که زیر م rبه  شود = تعداد افرازهاي را شامل می تعداد افرازهایی که 

  گویند) را اعداد استرلینگ نوع دوم می +(
  ) صحیح است.2ـ گزینه (6
  ) صحیح است.3ـ گزینه (7

 2هـایی کـه بـه     رشته شوند و ختم می 2گیریم که به صفر یا یک یا  هایی می را به ترتیب رشته 
باشند (چـون رقـم ماقبـل     می شوند برابر  م میخت 1هایی که به  باشند. رشته می شوند برابر ختم می

  باشد پس: می شوند برابر هایی که به صفر ختم می باشد). رشته 2آخر باید صفر یا 
  

  ) صحیح است.3ـ گزینه (8

پس معادلـه مشخصـه بایـد ریشـه      به جواب خواهید رسید. علاوه بر این با توجه به اینکه با آزمایش 
  داشته باشد. 2مضاعف  و ریشه ساده 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (9
  و به ازاي باشد به ازاي  می به ازاي

  ) صحیح است.4ـ گزینه (10
  است پس: ، جواب9با توجه به تست 

  
  پس

F(n) (n )! F( ) ( )!= + ⇒ = + =1 1 1 1 2

S( ) S( ) S( ) S( ) S( ) S( ) S( ) S( ) S( ) (S( ) S( )) S( ) S( )= + = + + + = + + + + +73 36 14 18 7 7 2 9 3 2 3 1 1 o

S( ) S( ) S( ) S( ) ( ) S( ) S( ) S( )= = + + + + + + = + + = + =4 1 1 2 1 1 1 2 7 1 7 8o o o

n n n na a a a− − −= + +1 2 3a ,a ,a= = =3 2 17 4 2

, , , , , , , , ,2 4 7 13 24 44 81 149 274 504

n , n , n= = =3 2 1(a ,a ,a )= = =1 2 39 82 756

{ }nx{ }nx , , x1 K{ }nx

n,rS

n n nd ,c , bn n n na b c d= + +

n nd a −= 1n n nc b d− −= +1 1

n n nb c d− −= +1 1

{n n n n n n n n n n n n n n
aa nn

a b c d c d b d a a a a a a− − − − − − − − − −

−−

= + + = + + + + = + + = +1 1 1 1 1 1 2 1 1 2
21

2144424443

n = 3n nF(n) ( n )= − +2 11 2

j( ) , n= =1 1 1j( ) , n= =2 1 2j( ) ,n= =3 3 3

j( )37

j( ) j( ) , j( ) j( ) , j( ) j( ) , j( ) j( )= + = − = + = − =37 2 18 1 18 2 9 1 9 2 4 1 4 2 2 1 1

j( ) , j( ) , j( )= = =37 11 18 5 9 3
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  ) صحیح است.3ـ گزینه (11

  
  ) صحیح است.3ـ گزینه (12

  
  است.) صحیح 3ـ گزینه (13

 3صحیح است. زیرا رابطـه بازگشـتی همگـن مرتبـه     » 3«باشد که گزینه  می 1و ریشه مضاعف  2معادله مشخصه داراي ریشه ساده 
  جواب است. 3صحیح است و با بررسی گزینه  4یا  3است که گزینه 

  
  ) صحیح است.4ـ گزینه (14

  این رابطه لگاریتمی است.

r r , r , r− − = = − =2 2 1 2o

n n
nr r r , r a ( ) ( )− − = → = − = + → = α + β −2

1 22 3 1 3 3 1o

n n
na ( ) ( n )( )= + − −3 2 3 1
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  گرافها: فصل پنجم
  رافهامروري بر نظریه گ
اي گسسته از اشیا و روابط دودویی تعریـف شـده بـر     توان به صورت انتزاعی توسط مجموعه ي زندگی را می بسیاري از مسائل روزمره

  آن بیان کرد.
  شود.   ي گرافها منجر می ي نظریه ترین روش نمایش است. این امر مطالعه در این گونه مسائل گرافیکی مناسب

  تعاریف:

  باشد. می Vاي دودویی در  رابطه Eاي از متناهی از رئوس و  مجموعه Vاست، که در آن  رت زوج مرتبگراف سودار به صو
  نامیم. رایال گراف سودار می Eهاي  را رئوس و زوج مرتب Vعناصر 

راس ابتـدایی و   aاسـت.   bو حادث به  a) حادث از a,bشوند. یال ( ي آن به هم وصل می یک یال حادث با رئوسی است که به وسیله
b .راس انتهایی است  

  شوند.  ي یالی به هم وصل می شوند که به وسیله  دو راس مجاور خوانده می
  شود. یک رأس منفرد است هرگاه هیچ یالی با آن حادث نباشد و اگر یالی حادث به همان راس باشد حلقه نامیده می

  است. Vمجموع همان دو عنصري از  Eمتناهی و  مجموعه V) است که V,Eبه صورت زوج مرتب ( Gگراف بی سوي 
هـاي آن موجـود باشـد و     کنیم هرگاه یک تناظر یک به یک بین رئوس و یک تناظر یک بـه یـک بـین یـال     دو گراف را یکریخت می

  مفهوم حادث بودن بماند.
  .باشندتنها با رئوس هاي به طوري که یالگوییم هرگاه و Gرا زیر گراف  باشد V,E (Gاگر (

  خوانیم. باشد آن را زیر گراف پوشا می Vشامل تمامی رئوس  اگر یک زیر گراف
 هاي  شود که یال رئوس را شامل می است که زیر گرافی چون Gنسبت به  مکمل زیر گراف

  با آنها حادثند.
هایی باشد که رئوس انتهایی آنهـا   شامل تمام یال را زیر گراف القا گوییم هرگاه  زیر گراف فرض کنید

  وجود دارد. Uدر 
  دهیم که بین هر دو رأس متمایز آن یالی است. نشان می راسی را با nگراف کامل بی سوي 

  رأسی است. nهمچنین گراف سودآور 
  شود. نمایش داده می است و با رأس مکمل آن نسبت به  nبا  Gمکمل گراف 
ي سـودار   را یـک گـراف چنـد گانـه     Gباشـد آنگـاه    هاي مرتب از  یک مجموعه چندگانه از زوج اگر براي گراف

  گوییم.
  ي دیگر وجود ندارد. سوي چند گانه هیچ محدودیتی براي تعداد پیکانها از یک نقطه به نقطه هاي سودار و بی در گراف

  نامیم. تأکید کنیم گراف غیرچندگانه را گراف خطی می بریم. اگر بخواهیم گراف معمولی یا چندگانه را با نام گراف نام می
تـابعی   Fهـا و   یال Eرئوس  Vکنیم که در آنها  تعریف میتایی یا سه دار را به صورت چهارتایی یک گراف وزن

  هستند. Eي  تابعی با دامنه g , Vي  با دامنه

(V,E)

G (V ,E )′ ′ ′V V ,E E′ ′⊆ −E′V′

G′

G′C (V , E )′′ ′′ ′′V ,E E E′ ′′ ′= −E′′

Y Vφ ≠ ⊆C (U,E )1 1E 1

nK

nKG

E,G (V, E)V V×

(V,E,F, f )(V,E,g)
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g , F ها به رئوس و یالها هستند. بیانگر انتساب وزن  

منطبـق بـر رأس ابتـدایی    اي است کـه راس انتهـایی   به گونه اي از یالها مثل ار مسیر رشتهدر یک گراف سود
  توان نمایش داد. اي از رئوس نیز می است. مسیر را رشته 

  گوییم اگر هیچ یالی در آن تکرار نشود و ابتدایی گوییم هرگاه هیچ رأسی در آن دوبار ملاقات نشود. مسیر را ساده می
  منطبق باشد. بر راس ابتدایی است که در آن رأس انتهایی یال مثلمدار مسیري 

  مدار ساده است هرگاه شامل یال تکراري نباشد و ابتدایی است هرگاه هیچ راسی در آن دوبار ملاقات نشود.
  ست.نامیم هرگاه بین هر دو راس دلخواه مسیري وجود باشد. در غیر این صورت ناهمبند ا سو راهمبند می گراف بی

  سوي حاصل از آن همبند باشد. گراف سودار همبند است هرگاه گراف بی
  نامیم. هر گراف ناهمبندشامل چندین زیر گراف همبند است که هر کدام از یک نمونه مولفه براي گراف می

  موجود باشد. aبه  bو هم مسیري از  bبه  aهم مسیري از  a , bیک گراف سودار همبند قوي است هرگاه به ازاي هر دو راس 
خـواهیم آنهـا را روي    رنگ متفاوت) داریم. می 4هاي متفاوت (در کل  هایی به رنگ مکعب با وجه 4اي  در بازي حماقت لحظه مثال:

مکعـب یـک گـراف     4رنگ متفاوت دیـده شـود. بـراي ایـن کـار در حالـت عمـومی بـراي          4هم بچینیم به طوري که در هر ستون 
  هاي زیر در آن پیدا کنیم: اده و سعی خواهیم کرد دو زیر گراف با ویژگیدار تشکیل د ي وزن چندگانه

  هاي مختلف باشد. با برچسب  یال 4رأس و  4) هر زیر گراف باید شامل 1
  باشد. 2ي هر رأس باید دقیقاً برابر  ) در هر زیر گراف درجه2
  ) دو زیر گراف نباید یال مشترك داشته باشد.3

  هاي گراف تنها و تنها یک بار عبور کند. شود که از هر کدام از یال یر و مداري گفته میمسیر و مدار اولري به مس
  دهند. نمایش می را با Vي هر رأس  شود. درجه هاي حادث با آن تعریف می ي هر راس تعداد یال درجه
  ي زیر را داریم. رابطه در یک گراف بی سو :1مثال 

  باشد. تعداد یالها می

  باشد. سو تعداد رئوس از درجه فرد همیشه زوج می در یک گراف بی :2مثال 

  زوج است

  داراي مدار اولري است اگر و تنها اگر همبند بوده و حداکثر دو رأس از درجه فرد داشته باشد. گراف بی سوي قضیه:

ي پـر گـل و تنهـا بـار      هاي مردم کانیگزبرگ این بود که با شروع از یک نقطه از هفت پل واقع بر رودخانـه  یکی از سرگرمی :3مثال
هـا و دو طـرف    ها و رئوس آن جزیـره  توان به صورت گرافی که یالهاي آن پل ي عزیمت خود برگردند. نقشه را می  عبور کرده به نقطه

  هستند نشان داد.  رودخانه
 4که پدر نظریه گرافها لقب گرفته نشان داد حل مسأله در گرو پیدا کردن یک مدار اولري در این گراف است کـه بـا توجـه بـه     اولر 

  باشد. ي فرد آن نه مسیر و نه مدار اولري در این گراف موجود نمی رأس درجه
ي خروجـی یـک رأس برابـر     و درجههاي حادث به آن  برابر تعداد یال Vي ورودي یک رأس مثال  درجه براي گراف سودار

ike ,e , ,e11 12 Kike

je +1

ij iKe ,e , ,e12 KiKeije

deg( )7

G(V,E)

V
V V

E(G) , V deg( ) E(G)
∈

=∑ 7 2

v V ford zoj
deg(V) deg (v) deg(V) E(G)

∈

= = =∑ ∑ ∑ 2

G(V, E)

G(V, E)
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  دهیم. نمایش می خروجی را با   و درجه ي ورودي را با  شود درجه هاي حادث از آن تعریف می تعداد یال

  شود. می و یک واحد به هر حلقه در گراف سودار موجب افزایش یک واحد با 
ــیه: ــراف ســودار  قض ــود     گ ــد ب ــر همبن ــا اگ ــر و تنه ــري اســت اگ ــدار اول ــراي داراي م داشــته باشــیم:  ه و ب

( ) ( )deg v deg v+   نیز داشته باشیم. b , aو داراي مسیر اولري است اگر و تنها اگر همبند بوده و به استثناي دو رأس مثل  +

  عبور کند.شود که از هر رأس گراف فقط و فقط یک بار   مسیر و دور هامیلتونی: مسیر (دور) هامیلتونی به مسیري (دوري) گفته می
  حل براي نشان دادن اینکه گرافی داراي مسیر هامیلتونی است تشکیل صریح آن است. تنها راه

  هامیلتونی باشد همبند است راگر گرافی داراي دو
  چند نکته مفید براي بدست آوردن یک دور هامیلتونی در گراف

  دور هامیلتونی دارد براي هر رأس  G) اگر 1
 Gباید در دور هامیلتونی قرار بگیرند. در زمان تشکیل دور هامیلتونی بـراي   aحادث با راس دو یال  ) اگر براي2

  ي رئوس را شامل شوند. تشکیل دهیم مگر اینکه همه Gتوانیم دوري براي یک زیر گراف از  نمی
  ها مسیر هامیلتونی ندارند. راهی براي نشان دادن اینکه بعضی گراف

 y , xرأس است کـه از   باشد. دور هامیلتونی شامل  xحادث با  yحادث با  Xزنیم که رأس  ب میطوري برچس Y , Xرئوس را با 

  موجود باشد. باید به اندازه y, xهاي متوالی ظاهر شده سپس تعداد 

   

deg (V)−deg (V)+

deg (V)−deg (V)+

G (V, E)v V∈

G (V, E)

deg(V) , v V≥ ∈2

deg (a) ,a V> ∈2

V

V
2
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  هامیلتونی در یک گراف کامل: ردو

  هایی بنشینند که هر بار دو طرف یک شخص افراد متفاوتی نشسته باشند. خواهند در یک میزگرد به شیوه هفده نفر می مثال:

)راس و در گراف کامل  )
n

h n
K

−
=2 1

دور هـامیلتونی بـا یـال عـادي متفـاوت       یال موجود است. حـداکثر   2

  نند.توانند بنشی روش ممکن می موجود است. بنابراین به

راس به طوري کـه بـراي هـر دو     nشود گرافی است سودار و با  نمایش داده می راس که با nیک گراف کامل سودار با  تعریف:

  گوییم. را چرخه می موجود باشد. یا راس 

  داراي یک مسیر: سودار هامیلتونی است. :قضیه

  اثبات به شیوه استقرار:

  درست است. )1

  داراي مسیر هامیلتونی است. (فرض) ) 2

  آید که مسیر هامیلتونی نام دارد دو امکان وجود خواهد داشت: بدست می را حذف کنیم. راس  ) اگر از 3
 در گراف هستند کـه در ایـن صـورت آنهـا را بـا یـال        هاي  یال الف) براي 

  کنیم. جایگزین می

داراي مسـیر   Gبرقـرار باشـد    ولیـه است که در این صورت این یال به مسـیر ا  ب) 
  هامیلتونی است.

  راس بوده و داریم: اي گراف با  دو مؤلفه همبند است چون در غیر این صورت  Gاثبات: 
  که با فرض تناقض دارد:

  

مسیر هامیلتونی  Gآنگاه  راس باشد، اگر براي هر nیک گراف بی سوي بدون حلقه با  اگر مثال:

  دارد.
رابطـه   y , xیـک گـراف بـی سـود بـدون حلقـه بـا راس باشـد و بـراي هـر دو راس دلخـواه و غیرمجـاور              اگـر   قضـیه: 

  یک دور هامیلتونی دارد. Gبرقرار باشد آنگاه  
   

nn, n , K≥ 3n −1
2

−
=

16 1 82

nK o

(x, y)y, x(y, x)*
nK

*
nK

n = 2
*
nK

*
nK +1nV +1

*
nK

K n≤ ≤1n K K K(V , V ), (V , V )+ + +1 1 1K K(V ,V )+1

*
n n nK , (V ,V )+ +1 1deg (x) deg (y) n+ ≥ −1

c ,c2 1n ,n2 1

y c deg( y) nL
deg(x) deg(y) n

x c deg(x) n
∈ → ≤ − ⇒ + ≤ − ∈ → ≤ −

2

1

2 1 21

G (V, E)
ndeg (V) , v V−

≥ ∈
1

2

G(V,E)

deg(x) deg(y) n+ ≥
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  دار (الگوریتم دیکسترا): هاي وزن ترین مسیرها در گراف کوتاه

) دار است. وزن یالی مثل یک گراف وزن فرض کنید  )i, j با( )w i, j    نـامیم.   نشان داده شده و آن را طـول آن یـال مـی

  مجموع طول یالهاي تشکیل دهنده آن است. Gطول یک مسیر در 
است. براي ایـن کـار از الگـوریتم دیکسـترا اسـتفاده       Zتا  aترین مسیر از یک راس به راس دیگر مثل  نکته: مسئله مهم تعیین کوتاه

  کنیم. می

  :الگوریتم دیکسترا
نامیم به طوري که شامل هـیچ   می tبه  aترین مسیر از  را کوتاه و براي ) ابتدا1

  دهیم. قرار می گوییم و اگر مسیري وجود نداشت برابر می pنسبت به  tرا اندیس  t(Lنباشد. ( Tراس دیگري از 
  را دارد. pراسی است که کوچکترین اندیس نسبت به  کنیم  ) فرض می2
ــه آن برســیم در ایــن صــورت الگــوریتم خاتمــه مــی  aخــواهیم از  راســی باشــد کــه مــی x) اگــر 3 ــد. در غیــر ایــن صــورت ب یاب

رابطــه حســاب  انــدیس آن را بــا اســتفاده از و بــراي هــر  

  کنیم. می
  کنیم. تکرار می Tبه جاي  به جاي را با  3و  2) مراحل 4

 aترین مسـیر از   شوند نه تنها کوتاه می xبه  aترین مسیر از  اگر در مرحله دوم این الگوریتم رئوسی را ذخیره کنیم که منجر به کوتاه
  بلکه خود این مسیر را نیز به دست خواهیم آورد. xبه 

  ذیر نیست.پ امکان ملاهاي بزرگ ع nپیدا کردن دورهامیلتونی داراي کمترین وزن به ویژه براي نکته: 

  قاعده نزدیکترین همسایه:

ي نزدیکتـرین همسـایه بـراي بدسـت آوردن دور هـامیلتونی نیمـه        است و قاعده nدار بی سو با  گراف وزن فرض کنیم
  به صورت زیر است: Hبهینه 

  است. Vیک راس دلخواه از  کنیم ) فرض می1

  است. Hاولین راس  

  فرض تا:  ) براي 2

  کنیم).   (یال ایجاد شده با اولین و آخرین راس اضافه می ) 3

 Gهـاي آن تنهـا در رئـوس     اي رسـم کـرد کـه یـال     را بتوان در صفحه به گونـه  Gنی گویند هر گاه ومررا هاگراف تعریف:

  متقاطع باشد.
و دیگـري   و براي هر یال یـک راس متعلـق بـه     را در دو بخش گوییم که هرگاه Gگراف  تعریف:

گـوییم. در حالـت اخیـر کـه     وصل باشد گراف را در دو بخش کامـل مـی   به تمام رئوس باشد اگر هر راس از  لق به متع

  دهیم. نمایش می را با 

را حـذف و   اگر یال  یک گراف بی سو و بی حلقه است که رد آن Gفرض کنیم که  تعریف:

G (V,E)

{ }T V a= ={ }L(t).p a , L(t) W(a, t),T T= = ∈

∞

x T∈

{ } { }T T x , p pu x′ ′= − =T T′′∈{ }L (t) min L(t), L(x) w(x, t)′ +

p′′T , p′′

G(V,E, W)

x V∈

{ }a Z, H , p x← ← φ ←

i = 1i n= −1{ } { }x y , p p y , H H z,a← ← ← 1U U

{ }H H x, a← U

G(V,E)

V V ,V V V= φ =1 2 1 2I UV1

V2V1V2

G, V N, V M= =2 1m,nK

E ≠ φ{ }e V, W={ } { }W, V , U, V
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  حاصل خواهد شد. Gدر این صورت یک زیر بخش مقدماتی از  را اضافه کنیم که

بـه   Hرا همریخت گوییم هرگاه یکریخت باشند یا از یک گراف بی سو و بی حلقـه   هاي بی سو و بی حلقه  گراف تعریف:
  ها بدست آیند. وسیله یک رشته از زیر بخش

بـه زیـر نـواحی     هاي گراف محدود بـوده و دیگـر قابـل تقسـیم     اي از صفحه است که یال نی ناحیهومریک ناحیه از گراف ها تعریف:

  شوند. ها جدا می ها ببریم ناحیه نیست. اگر گراف را در امتداد یال
  یک ناحیه متناهی است هرگاه مساحت آن متناهی باشد در غیر این صورت نامتناهی است. نکته:

گـاه  باشـد، آن  Gتعداد نواحی تعریف شده به وسیله  rاست اگر  نی باومریک گراف همبند و ها Gفرض کنید  قضیه:

  داریم

                    اثبات یا استقرار:

  

A با حذف (a دارد: 1راسی از درجه  داریم  

  

B با حذف (a نداریم: 1راسی از درجه  داریم  
  

اسـت در ایـن صـورت    نی و بـدون حلقـه بـا   ومریک گراف بـی سـوي همبنـد هـا     Gفرض کنید که  مثال:

  
  هاي مرزي براي نواحی باشد: ي یال تعداد همه bاثبات: اگر 

  یا

  

  مونی نیست.رها Gو آنگاه  یال باشد گرافی خطی باشد و بدون حلقه با Gدر نتیجه اگر 

  نباشد. با یا مونی است اگر داراي زیر گرافی همریخترها Gگراف  قضیه (کورتاوسکی):

   

V g∈

G G−1 2

E e, v V= =

V e r− + = 2

v r
e

v r
= → =

=  = → =

1 21 2 1

e K V K r
e l

= − + =
= + ⇒

2
1

G→

(V ) r K ( (V ) |) (K ) r V e r− = − = → − + + + + = − = =  1 2 1 1 1 1 2

G→

(V ) K (r ) (V ) (K ) (K )− − + − + → − + − + + + =      1 1 2 1 1 1 1 1 2

E e ; V V= > =      2

ve ≤ −3 6

e r≥
2
3

e r b e;b r≥ ⇐ ≤ ≥2 3 2 3

e eV r r V r e V= − + ≤ + − − → ≤ −
22 3 63 3

E >   2e V> −3 6

K l5,K 3 3
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  تئوري گراف
  گراف

) که بین آنها ممکن است روابطی برقرار باشد. هر گراف بصورت سه تایی مرتـب nodeنقاط به نام گره (اي از  عبارت است از مجموعه
به سـوي   Eي  نگاشتی از مجموعه ها و  مجموعه لبه Eها،  ي غیرتهی از گره مجموعه Vشود که در آن  نمایش داده می 
یرمرتب زوجی است که ترتیب آنها نسبت بهـم اهمیتـی   باشد (زوج غ می اي از زوجهاي مرتب یا غیرمرتب حاصل از  مجموعه

توانـد   مـی  نداشته باشد). در صورتی که هر لبه بطور مستقیم متناظر با یک زوج مرتب یا غیرمرتب باشد، سه تایی مرتـب 
  بیان شود. بصورت زوج مرتب نیز 

  هاست. آنچه اهمیت دارد فقط ارتباط بین گرهها در یک گراف از نظر هندسی منحصر به فرد نیست و  محل قرار گرفتن گره نکته:

  انواع گراف و تعاریف مربوطه
اي است که به هر زوج مرتب  مجموعه ها و اي از گره مجموعه Vکه در آن  ): Digraphدار( گراف جهت

  شود. گفته می» یال«یا » کمان«یا » لبه«در آن یک 
  باشند.» زوجهاي غیرمرتب«ها یا کمانها  ي لبه ن همهگرافی است که در آ): Undirect Graphدار( گراف غیرجهت

  دار باشند. دار و بعضی غیرجهت ها جهت : گرافی است که در آن بعضی از لبه)Mixed Graphگراف مخلوط(

  هایی از گرافهاي یاد شده در شکل زیر نشان داده شده است. نمونه
  
  

  
  دار غیرجهتدار (ب) مخلوط (ج)  هاي (الف) جهت اي از گراف نمونه

شـود، ایـن وزن    نامیده می» دار گراف وزن«گرافی که در آن به هر لبه وزنی نسبت داده شود  ):Weighted Graphدار ( گراف وزن

  جهت باشد. هاي هم تواند تعداد لبه می
  شوند. نامیده می »هاي مجاور گره«دار یا بدون جهت) موجود باشد، آن دو گره  اي (جهت : اگر بین دو گره لبههاي مجاور گره

  ي دیگري مجاور نباشد. اي که با هیچ گره گره ):Isolated Nodeي منفرد ( گره

  شود. نامیده می» گراف پوچ«هاي منفرد باشد،  گرافی که فقط شامل گره ):Null graphگراف پوچ (

ي متمایز آن یک لبه موجود باشـد. یـک    ها بین هر دو گره گراف کامل، گرافی است که بدون در نظر گرفتن جهت لبه گراف کامل:

(V ,E, )ϕϕ

V V×

(V ,E, )ϕ

V,E< >

D V, E=< >E V V⊆ ×
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  شود. نمایش داده می گره با nگراف کامل با 

ــراف:  ــک گ ــل ی ــراف مکم بطــوري کــه  اســت کــه در آن گــراف مکمــل گــراف گ
  یک گراف کامل باشد. 

هاي دو گراف وجود داشـته باشـد،    ها و لبه هستند اگر تناظر یک به یک بین گره» زومورفیکای«دو گراف  هاي ایزومورفیک: گراف

اي از دو گـراف ایزومورفیـک را نشـان     ها در صورت وجود حفظ شوند. شکل زیر نمونه ها همچنین جهت لبه بطوري که مجاورت گره
  دهد. می

  
  اي از دو گراف ایزومورفیک نمونه

ي  و هـر لبـه   اي کـه   باشـند بگونـه   Vهـایی از   زیر مجموعـه  ، اگردر گراف گراف دو قسمتی:

اسـت. شـکل زیـر یـک     » گـراف دو قسـمتی  «یک  Gوصل کند، آنگاه گراف  را به یک گره از یک گره از Gموجود در گراف 
  دهد. گراف دو قسمتی را نشان می

  
  گراف دو قسمتی

  

» درجه خروجی«هایی که آغاز آنها در این گره باشد،  دار براي هر گره، تعداد لبه در یک گراف جهت درجه ورودي و خروجی گره:

)Outdegree(ي ورودي درجـه «هایی که پایان آنها در این گره باشد،  گره و تعداد لبه ) یا «Indegree گـره نامیـده     ) یـا
  هاي متصل به گره است. لبه ي هر گره جمع تعداد دار درجه شود. براي گرافهاي غیرجهت می

را کـه   Gهایی از  باشد، تعداد لبه دار و  گراف جهت اگر ها: اي از گره ي ورودي و خروجی مجموعه درجه

را کـه   Gهـایی از   و بطور مشابه تعداد لبه» Xي  ي خروجی مجموعه درجه«نباشد،  Xي پایانی آنها در  ولی گره Xي آغاز آنها در  گره
  شود. گفته می Xي  ي ورودي مجموعه درجه«نباشد،  Xي آغازي آنها در  ولی گره Xا در گره پایانی آنه

  ي فرد، همواره زوج است. هاي از درجه دار تعداد گره در یک گراف غیرجهت نکته:

   

nk

G (V ,E)=G (V,E )′ ′=kE E E′ = −

k kG (V, E )=

G (V, E)=V ,V2 1V V V= 1 2U

V1V2

{ } { }V u, v ; V w, z= =1 2

deg +deg −

G V, E=< >X V⊆
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  مسیر و انواع آن
ي آغـازي   ي واقع در دنباله، گره ي پایانی هر لبه دار که در آن گره دار و غیر جهت هاي یک گراف اعم از جهت هر دنباله از لبه مسیر:

  نماید. یک مسیر را مشخص می شود. بعنوان مثال در گراف شکل از گراف گفته می» مسیر«ي بعدي باشد، یک  لبه

  
  یک گراف نمونه

  

  یابد. پایان می 12ي  ي شماره شود و با گره شروع می 1ي  ي شماره با گره مسیر
  شود. گفته می» طول مسیر«ي یک مسیر،  دهنده هاي تشکیل تعداد لبه طول مسیر:

  شود. نامیده می» مسیر ساده«اي بیش از یک بار ظاهر نشده باشد  مسیري که در آن هیچ لبه مسیر ساده:

اـر عبـور نشـده باشـد،       مسیري که در آن از هیچ گره  ـابتدایی):  Elementary Pathمسیر اصلی ( گفتـه  » مسـیر اصـلی  «اي بیش از یـک ب

  شود. می
  اگر مسیري اصلی باشد حتما ساده است ولی مسیر ساده لزوما اصلی نخواهد بود. نکته:

  مسیري است که در آن رأسُ انتهایی مسیر و رأس ابتدایی آن بر هم منطبق باشند. مدار:

  اي تکراري نباشد. مداري است که شامل لبه مدار ساده:

  اي بیش از یک بار عبور نشود. مداري است که در آن از هیچ گره مدار اصلی (مدار ابتدایی ـ دور):

  شود. نیز اطلاق می» سیکل«به مدار با تعریف فوق گاهی لفظ  نکته:

  حذف شود یک مسیر اصلی بوجود خواهد آمد.اگر مسیري اصلی نباشد حتما در آن مدار وجود دارد که اگر مدار  نکته:

  ي ابتدایی و انتهایی آن یک گره باشد. اي است که گره لبه حلقه:

از  bي  شـود گـره   ، گفتـه مـی  کـه   دار در یک گراف جهـت  ):Reachable-Accessableپذیري ( دسترس

وجود داشته باشد. فرض بر این است که هر گـره  در گراف  bبه  aي  پذیر یا قابل دسترسی است، اگر مسیري از گره دسترس aي  گره
  با مسیري به طول صفر توسط خودش قابل دسترسی است.

  پذیري داراي خواص انعکاسی و انتقالی است ولی خاصیت متقارن یا نامتقارن ندارد. دسترس نکته:

Geodesic سیر بین آن دو پذیر باشد، کوتاهترین م ي دیگر دسترس اي از گره (کوتاهترین مسیر): اگر گره»Geodesic « مسـیر بـا   «یا
  شود. گفته می» حداقل طول

شـود و   نامیـده مـی  » ي دو گـره  فاصـله «پذیر باشد، طول کوتاهترین مسـیر،   ي دیگر دسترس اي از گره وقتی گره ي دو گره: فاصله

P1

{ }P , , , , , , , , ,= < > < > < > < > < >1 1 2 2 4 4 7 7 10 10 12

P1

G V, E=< >a,b V∈
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  شود: بصورت زیر نمایش داده می

  ي  از گره uي  ي گره فاصله
  ي  از گره vي  ي گره فاصله
ي دومـی   ي اولی تا دومی بـا فاصـله   پذیر باشند، ممکن است فاصله دار براي دو گره که از یکدیگر دسترس در یک گراف جهت نکته:

بعنـوان مثـالی از تعـاریف فـوق، در گـراف       توان نوشت: پذیر نباشد می دسترس vي  از گره uتا اولی برابر نباشد. اگر 
  توان نوشت: شکل می

از  fي  هـا بجـز گـره    باشد و نیـز همـه گـره    می 3با طول  eي  به گره aي  یک مسیر اصلی از گره 
هسـتند و   3دو مسیر بصورت زیر وجود دارنـد کـه هـر دو بـه طـول       e , aهاي  یکدیگر قابل دسترسی هستند. در این مثال بین گره

  باشد. می شود ولی همانگونه که در شکل دیده می توان گفت می

  
  گراف و ماتریس مربوط به آن

  

  یک مدار اصلی و ساده است. در این گراف مسیر

  خواهد بود. nو طول یک مدار اصلی حداکثر  گره، طول مسیر اصلی حداکثر  nدار با  در یک گراف جهت نکته:

  زیر گراف
اي از   باشد، در صورتی که هر لبه هاي گراف و ي گره مجموعه و  hهاي گراف  ي گره مجموعه اگر 

G شود  نیز باشد، گفته میH  یک زیر گراف ازG شود. نشان داده می است و بصورت  
  باشند. می Gهاي گراف  ، زیر گرافGگراف پوچ و گراف  نکته:

  ماتریس گراف (همسایگی گراف)

رسـم   است، ماتریس گراف بصـورت  nي  داد گرهدار که داراي تع این ماتریس مانند ماتریس روابط است. براي یک گراف جهت
گردد (فرض بر این اسـت کـه    ي مجاور مقدار یک در خانه متناظر در ماتریس گراف منظور می شود و به ازاي هر لبه بین دو گره می
  اي از ماتریس گراف در شکل آمده است. هاي موازي وجود ندارند). نمونه لبه

d u,v v< >=

d v,u u< >=

d v,u< >= ∞

{ }P a,c , c, d , d,e= < > < > < >1

d a,e< >= 3d e,a< >= 1

{ }
{ }

P a,c , c,d , d,e

P a, b , b,d , d,e

= < > < > < >

= < > < > < >

1

2

{ }P a,c , c,d , d,e e,a= < > < > < >< >3

n −1

V(H)V(G)V(H) V(G),G⊆

H G⊆

n n×
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  شود. ي ماتریس گراف منظور می ، وزن هر لبه بعنوان درایهدار  در ماتریس گراف وزن نکته:

  گرافهاي همبند (متصل)
دار  دار همبنـد و گرافهـاي غیرجهـت    دار متفاوت است که در ادامه گرافهاي جهت دار و غیرجهت مفهوم همبندي براي گرافهاي جهت

  گردند. همبند معرفی می
  دار همبند گراف غیرجهت

پذیر باشـند. شـکل زیـر یـک گـراف       ي دلخواه از آن از یکدیگر دسترس شود اگر هر دو گره د گفته میدار، همبن یک گراف غیرجهت
  دهد. جهت ناهمبند را نشان می بند و یک گراف بیمجهت ه بی

  
  جهت (الف) همبند (ب) ناهمبند گرافهاي بی
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  دار همبند گراف جهت

  توانند متصل باشند: دار به سه صورت می هاي جهت گراف
هـا، ماننـد یـک گـراف      دار است که بدون در نظر گرفتن جهت لبه ): یک گراف جهتWeakly Connectedالف) متصل بطور ضعیف (
  بدون جهت همبند باشد.

ي دلخـواه در آن حـداقل یکـی از     دار است کـه بـراي هـر دو گـره     ): یک گراف جهتUnllaterally Connectedب) متصل یکطرفه (
  .پذیر باشد دیگري دسترس

  
  گراف متصل یک طرفه

ي دلخـواه در آن هـر دو از یکـدیگر     دار اسـت کـه بـراي هـر دو گـره      ): یـک گـراف جهـت   Strongly Connectedج) متصـل قـوي (  
  پذیر باشند. دسترس

  
  گراف متصل قوي

  مسیرها و مدارهاي اولري
  هاي گراف فقط و فقط یکبار عبور کند. در یک گراف مسیري است که از هر یک از لبه مسیر اولري:

  هاي گراف فقط و فقط یکبار عبور کند. در یک گراف مداري است که از هر یک از لبه مدار اولري:

  توان نوشت: می دار براي یک گراف غیر جهت نکته:

  

  باشد. می Gهاي گراف  تعداد لبه که در آن

  ي فرد همواره زوج است. ها از درجه دار تعداد گره در یک گراف غیرجهت نکته:

  هاي آن زوج باشد. ي گره ي همه دار آن است که درجه شرط لازم و کافی براي وجود یک مدار اولري در یک گراف غیرجهت قضیه:

  هاي آن زوج باشد. ي گره ي همه درجهدار آن است که  شرط لازم و کافی براي وجود یک مدار اولري در یک گراف غیرجهت قضیه:

دار آن است که همبند بـوده و فقـط داراي دو رأس از    شرط لازم و کافی براي وجود یک مسیر اولري در یک گراف غیرجهت قضیه:

  ي فرد باشد. درجه
 آن است که همبند بـوده و بـراي هـر     دار شرط لازم و کافی براي وجود یک مدار اولري در گراف جهت قضیه:

  بتوان نوشت:

G V, E=< >

v V
deg(V) E(G)

∈
=∑ 2

E(G)

G (V ,E)=v V∈
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آن است کـه همبنـد بـوده و بـراي هـر گـره       دار شرط لازم و کافی براي وجود یک مسیر اولري در گراف جهت قضیه:

                  بتوان نوشت: 
  یافت شوند که براي آنها رابطه زیر برقرار باشد: و یا دو گره 

  

  مسیرها و دورهاي (مدارهاي) هامیلتونی

  لتونی: مسیري است که از هر رأس گراف فقط و فقط یکبار عبور کند.مسیر هامی
  دورهاي هامیلتونی: مداري است که از هر رأس گراف فقط و فقط یکبار عبور کند.

  بتوان نوشت: ) اگر در یک گراف ساده و بدون حلقه براي هر دو رأس غیرمجاور22-9قضیه (

  
  است.آنگاه گراف مزبور داراي مسیر هامیلتونی 

 و یـا  حداقل یکـی از دو لبـه   y , xدار کامل باشد، یعنی براي هر دو گره متمایز  یک گراف جهت اگر قضیه:

  داراي مسیر هامیلتونی است. باشد، آنگاه متعلق به گراف
  بتوان نوشت: دار و بدون حلقه براي هر دو گره غیرمجاور اگر در یک گراف ساده غیرجهت قضیه:

  
  داراي مدار هامیلتونی است.آنگاه گراف 

لبه داشته باشد، آنگـاه گـراف داراي مـدار هـامیلتونی      گره حداقل nاگر یک گراف ساده و بدون حلقه با  قضیه:

  است.

آنگـاه ایـن گـراف دارا     برابر نباشند، یعنـی  در هر گراف دو قسمتی اگر تعداد عناصر دو قسمت گراف قضیه:

  مدار هامیلتونی نیست.
  ر بهینه (کوتاهترین مسیر) در گرافیافتن مسی

  استفاده از ماتریسهاي گراف و مسیر
  شود: گره بصورت زیر عمل می nبراي یافتن کوتاهترین مسیر بین دو گره در یک گراف با 

ي طـول مسـیر بـین دو گـره از گـراف       کننـده  ي آن مشـخص  شود که هر درایه براي گراف در نظر گرفته می ـ یک ماتریس1
اي کـه ارتبـاط مسـتقیم     باشد. مسیر بین هر گره با خودش طول صفر دارد و طول مسـیر دو گـره   ي بین آن دو می لبه  نهبراساس وز

  شود. در نظر گرفته می ندارند
هاي دیگر بصـورت زیـر    (عناصر روي قطر اصلی) درایه نمایش داده شود، براساس عناصر ـ اگر هر عنصر ماتریس بصورت2

  :شوند تغییر داده می

deg (v) deg (v)− +=

G (V ,E)=

v V∈deg (v) deg (v)− +=

v , v1 2

deg (v ) deg (v )

deg (v ) deg (v )

− +

− +

= +

= +
2 2

1 1

1
1

v , v2 1

deg (v ) deg(v ) n+ ≥ −1 2 1

nKx, y< >y, x< >

nKnK

v , v2 1

deg(v ) deg(v ) n+ ≥1 2

(n )(n )− − +
1 1 2 22

(v , v )2 1| V V≠1 2

n n×

∞

ij
i j n
a
≤ ≤

iia
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ــر ــطر   اگـ ــر سـ ــانگر عناصـ ــند iبیـ ــتون   و  ام باشـ ــر سـ ــین عناصـ ــر  ام  iمبـ ــاه عنصـ ، آنگـ

  گردد. می برابر مینیمم مقدار قبلی خود و حاصل جمع 

  باشد. ي عناصر روي قطر اصلی ماتریس حاوي کوتاهترین مسیر بین دو گره می براي همه 2ـ بعد از انجام مرحله 3
دهد و بـراي بدسـت آوردن خـود مسـیر      معروف است و تنها طول کوتاهترین مسیر را می» وارشال«الگوریتم بالا به الگوریتم  نکته:

  شود: بهینه بصورت زیر عمل می
  شود.  هاي ماتریس قبلی در نظر گرفته می نظیر درایه هاي دیگري بعنوان ماتریس مسیرها با درایه ـ ماتریس1
و  ي ي مربـوط بـه دو گـره    ي گراف مسیر مستقیمی موجود باشد درایه باشد. اگر بین دو گره می یا  یاـ هر عنصر ماتریس 2

  شود. فرض می ي مربوطه، اگر مسیر مستقیمی وجود نداشته باشد درایه
د. بـدین  نمای ـ نیـز تغییـر مـی    تغییر کند، درایه متناظر در مـاتریس مسـیر   اي از ماتریس الگوریتم وارشال ـ اگر درایه3

درج و سپس مسیر بین ي را وارد کرده، به دنبال آن خود گره ي ، مسیر بین دو گرهي صورت که بجاي درایه

    شود یا بعبارت دیگر:

مانـد در   در درایه باقی مـی  شود) ي تساوي نمی شامل رابطه برابر باشد با در صورتی که در الگوریتم وارشال

  گیرد. نیز قرار می کنار آن

گیـرد کـه ایـن مراحـل      دار مقابل تعیین کوتاهترین مسیر و طول آن در مراحل مختلف صورت مـی  بعنوان مثال در گراف غیر جهت
  اند. بصورت تغییرات ماتریس گراف (الگوریتم وارشال) و ماتریس مسیرها نشان داده شده

  
  ترین مسیر اي از گراف براي تعیین کوتاه نمونه

  
  

   

iKa( k n)≤ ≤1jia( j n)≤ ≤1

ik( j i , j n ,k i, k n)a≠ ≤ ≤≤ ≠ ≤ ≤1 1ik jia a+

n n×jia′

∅$∅

$

ji(a )ji(a )′

jia′i jv , vivk iv , v

jk ji i ika a v a′ ′ ′= + +

ji ika a+jka)∞jka′

ji i ika v a′ ′+ +
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  مرحله دوم:

  
  مرحله سوم:

  
  مرحله چهارم:

  
  مرحله پنجم:
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  مرحله ششم:

  
  مرحله نهایی:

  
ي نهایی همان ماتریسهاي موردنظر هستند که یکی طول مسیرهاي بهینـه و دیگـري خـود مسـیرهاي      دو ماتریس حاصل در مرحله

ــره     ــین دو گ ــثلاً ب ــد، م ــود دارن ــه را در خ ــره ي بهین ــاي  گ ــی  ه ــود م ــیر به  موج ــند و دو مس ــهباش ین
  باشد. می 6دهند و طول مسیر بهینه نیز برابر  را می 

   

v , v6 1v v , v v2 4 2 5

v v v v , v v v v6 5 2 1 6 4 2 1
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 DIjkstraالگوریتم 

ي اعداد حقیقی و مثبت است، که این اعـداد حقیقـی و    به مجموعه Eتابعی از  دار است که در آن یک گراف وزن 
  باشند. هاي گراف می مثبت وزن لبه

باشد تعیین این مسیر بهینه طی مراحل زیـر انجـام    Gدر گراف  zبه  aدر صورتی که هدف یافتن کوتاهترین مسیر را از 
  گیرد: می

  شوند.  در نظر گرفته می هاي کوتاهترین مسیر (وزن) بین گره و براي هر  ـ ابتدا1

  گردد. است که تعیین می Pي  گرهی است که داراي کوچکترین وزن از مجموعه ـ 2
ي جدیـد  یابـد. در غیـر ایـن صـورت دو مجموعـه      آن مدنظر است، الگوریتم خاتمه میگرهی باشد که کوتاهترین مسیر تا  xـ اگر 3

ي مجددا بعنوان کوتـاهترین مسـیر تـا ایـن مرحلـه از رابطـه       شوند و براي هر تعریف می 

  شود. محاسبه می 
  شوند. تکرار می بجاي بجاي ، و Pبه جاي  با 3و  2ـ مراحل 4

  مفروض است: دار زیر بعنوان مثال گراف غیرجهت

  
  ترین مسیر اي از گراف براي تعیین کوتاه نمونه

   

G (V,E, )= ϕϕ

(a, z V)∈

{ }T V a= −w(a, t) , t T∈{ }P a , (l(t)) t , a=

x T∈

{ } { }T T x , P P x′ ′= − = Ul (t) , t T′ ′∈

l (t) l(t) w(x, t)′ = +

P′T′l (t) ,T′l (t)
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  باشند: کنند که تغییرات آنها بصورت زیر می تغییر می در مراحل مختلف

  ي اول: مرحله

  

  

  ي دوم: مرحله

  

  

  ي سوم:  مرحله

  

  

  ي چهارم: مرحله

  

  

  مرحله پنجم

  

  

توان بدسـت آورد کـه در ایـن     شود که مسیر بهینه را نیز همزمان با طول بهینه می می ي نهایی و در مرحله

  باشد. می مثال بصورت

  آمیزي گراف رنگ

توان در یک گراف از مجاورت غیرمجاز (همسایگی) دو گره جلـوگیري بعمـل آورد.    هدف از ارائه این مفهوم، این است که چگونه می
اي کـه مجـاورت بعضـی از رنگهـا تحـت       هاي یک گراف است به گونه دادن رنگهاي مختلف به گرهآمیزي گراف به مفهوم نسبت  رنگ

  شرایط خاصی ممکن باشد.
  رنگ نباشند. ي مجاوري هم آمیزي شده است اگر هیچ دو گره رنگ Properبصورت  G: گراف بدون جهت properآمیزي  رنگ

l(t) ,T, P

{ }
{ }

P a

T a, b,c,d,e, f

l (t)

=

=

= o

{ }
{ }

P a,b

T c,d,e, f

l (t)

=

=

=1

{ }
{ }

P a,b, c

T d,e, f

l (t)

=

=

= 3

{ }
{ }

P a,b,c, e

T d, f

l (t)

=

=

= 4

{ }
{ }

P a,b, c,e,d

T f

l (t)

=

=

= 7

l(t) ,T ,P V= = ∅ =9

{ }(a, b), (b,c), (c,e), (e,d), (d, f )
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(عـدد قـامی) نامیـده    » عـدد کروماتیـک  «آمیزي یک گراف  یاز براي رنگ): حداقل تعداد رنگهاي موردنChromaticعدد کروماتیک (
  شود. نمایش داده می یا شود و با  می

  اي کروماتیک چند جمله
نمایـد معـرف    را با توجه به تعـداد رنـگ مشـخص مـی     Gهاي متمایز  گراف  آمیزي که تعداد رنگ ، تابعدر گراف

  است.» اي رنگ چند جمله«یا » اي کروماتیک چند جمله«

توانـد   رنـگ مـی   با توجه به اینکه هر گره گره و تعداد رنگ در دسترس با تعداد بعنوان مثال در یک گراف مانند 

خواهـد بـود و حـداقل تعـداد      آمیزي متمایز تعداد رنگ آمیزي)، بخود بگیرد (در حالت عادي بدون وجود شرط خاصی در رنگ
هـاي مجـاور بـا توجـه بـه شـکل تعـداد         و بـا گذاشـتن شـرط یکسـان نبـودن رنـگ گـره        رنگ موردنیاز برابر یک است

  شود و بعنوان نمونه براي رنگ گراف شکل مقابل، بصورت زیر است: هاي متمایز محدودتر می آمیزي رنگ

  
  

گرافـی   بدست آید و نیز Gاز گراف  ي  معرف گرافی باشد که با حذف لبه ، اگرگراف ) برا هر27-9قضیه (
هـاي کروماتیـک سـه     اي ي زیر بین چند جمله حاصل شود، آنگاه رابطه ي حذف شده در گراف باشد که از انطباق دو انتهاي لبه

  گراف برقرار است:

  
تـوان تولیـد نمـود و بصـورت زیـر تعـداد        در شـکل ب و شـکل ج را مـی    در شکل الف دو گـراف  Gبعنوان مثال از گراف 

  آید: هاي مجاور بدست می با شرط هم رنگ نبودن گره هاي متمایز با توجه به تعداد رنگ قابل دسترس آمیزي رنگ

  
  

  
  اي رنگ گراف اصلی و دو گراف تولید شده براي به دست آوردن چند جمله

را مثبـت   باشـد کـه حاصـل    مـی  2(عدد کروماتیک)، عدد  ترین مقدار لازم برايبدست آمده، کمکه با توجه به
  کند. می

X(G)minλ

G(V,E)P(G, )λ

G(V, E)Vλλ

Vλ

min( )λ =1

P(G, ) ( )λ = λ λ − 31

G(V,E)eGe E∈eG′

eG

e eP(G , ) P(G , ) P(G , )′λ = λ + λ

e eG ,G′

( )λ

e eP(G , ) P(G , ) P(G , )′λ = λ − λ

P(G , ) ( ) ( )( ) P(G , )⇒ λ = λ λ − − λ λ − λ − ⇒ λ = λ − λ + λ − λ3 4 3 21 1 2 4 6 3

P(G , )λλP(G , )λ

http://www.SANJESH.IR


 گسستهساختمان 
WWW.SANJESH.IR     »125« 

 

  هاي گراف تست
  هاي مشخص شده دو قسمتی است؟ ـ کدام یک از گراف1

 ) هر سه4  ) 3  ) 2  ) 1

    باشند؟   ) میIsomorphicهاي زیر یک ریخت ( ـ کدام یک از گراف2

  
 الف و ج) 4  ) الف و د3  ) الف و ب2  ) ب و د1

    ................ . Gآنگاه  یال باشد. اگر eراس و  nگرافی با  Gـ فرض کنید 3

  ) اویلري است.2    ) همبند است.1
 ) شامل حداقل یک دور است.4    ) راس درجه یک دارد3

برابر  nبا مکملش یکریخت (ایزومورف) است. در این صورت  Gراسی است؛ به طوري که  nیک گراف  Gـ فرض کنید 4
    تواند باشد؟ کدامیک از اعداد زیر می

1 (19  2 (31  3 (30  4 (21 

باشند، دو راس در این گراف با هـم مجـاور    عضوي 2هاي  نظیر زیر مجموعه Gـ فرض کنید رئوس گراف 5
عضوي نظیر آن دو راس اشتراکتشان تهی باشد. کـدام گـزاره صـحیح نیسـت؟     2هاي  هستند اگر و تنها اگر مجموعه

    

  رأس دارد. G 10) گراف 2    دو بخشی است. G) گراف 1
  همبند است. G) گراف 4  یال است. 15شامل  G) گراف 3

  
    تایی گرافیکسال است)؟ nهاي زیر، دنباله درجات رئوس یک گراف ساده است؟ (کدام  ـ کدام یک از دنباله6

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    ساده است؟ هاي زیر دنباله درجات گراف ـ کدامیک از دنباله7

1 (  2 (  3 (  4 ( 

n e≤

{ }, , , ,1 2 3 4 5

, , , ,4 3 2 11, , ,3 3 3 1, , , , , ,6 6 5 3 3 3 1, , , , , , ,7 6 4 3 3 3 11

, , , , , ,5 4 4 3 3 2 2, , , , ,5 4 4 4 2 1, , , , , , ,4 3 2 11 11 1, , , , , , ,7 5 4 4 2 2 1 1
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    برابر است با .............. . Gهاي  رأسی فاقد مثلث باشد آنگاه حداکثر تعداد یال 16گرافی  Gـ اگر 8

1 (63  2 (62  3 (64  4 (60 

    به عنوان زیر گراف ظاهر شده است؟ در گراف دو بخشی ـ چند دور چهار رأسی9

1 (441  2 (686  3 (931  4 (1001 

    یال داشته باشد. کدام گزاره همیشه برقرار است؟ n، دقیقاً Gرأسی  ـ فرض کنید گراف ساده10

1 (G 2  دارد. 2ي  یک رأس با درجه (G .حداقل یک دور است  
3 (G .4    همبند است (G .دو بخشی است  

به  Gباشند و دو رأس در گراف  G، نظیر رئوس گراف ي  هاي مجموعه ـ فرض کنید زیر مجموعه11
    هاي نظیر تهی باشد، کدام گزاره صحیح است؟ یکدیگر متصل هستند، اگر اشتراك مجموعه

 ) گراف منظم است.4  ) گراف دو بخشی است.3  ) گراف همیلتنی است.2  ) گراف همبند است.1

  اشد؟ب هاي زیر یک پایگاه رأس براي این گراف می ـ گراف شکل مقابل را در نظر بگیرید. کدام یک از مجموعه12

  
1 (  2 (  3 (  4 ( 

باشد، چند نگاره متقابل غیرهمشکل (غیرایزومورف) وجـود دارنـد.    3راس که درجه تمام رئوس  8اي با  ـ در نگاره13
  شود. یک مثال در شکل دیده می

Non-isomorphic,8vertex,3-regular graph 

  
 تا   6) 4  تا   5) 3  تا   4) 2  تا 3) 1

  است؟ـ کدام گزاره نادرست 14

  مسطح نیست. ) گراف کامل دو بخشی1

  دو بخشی نیست. G، آنگاه گرافی بدون حلقه و همبند بوده ) اگر 2

  .یکریخت (ایزومورف) باشد، آنگاه Gبا  راس بوده و مکمل آن nاي بر روي  دوره G) اگر 3
 است. راس وجود دارد که درجه رئوس آن  8) گراف بدون حلقه، همبند و بدون جهتی با 4

(C )4,K 7 7

n−

{ }(n ) , , , n≥ 1383 1 2 K

{ }a,e{ }a, f{ }a, e, f{ }a, b, f

,K 3 4

G (V,E)=
V

E >
2

4
Gn = 5

, , , , , , ,111 2 3 4 5 7
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    است؟ نادرستیالی باشد، کدام گزاره  100راسی و  100یک گراف ساده  Gـ اگر 15

1 (G .دقیقاً یک دور یکتا دارد  
  همواره بزرگتر یا مساوي یک است. G) تعداد دورهاي 2
3 (G  دارد. 2حداقل یک راس از درجه بزرگتر یا مساوي  
  زوج است. G) تعداد رئوس با درجه فرد در 4

است اگر و فقط اگر  Gیال  به این صورت ساخته شده است که  ي رئوس روي مجموعه Gـ گراف 16
    است؟ نادرستباشد. کدام گزاره  3مضرب  حاصل ضرب

  تا است. G ،21هاي  ) تعداد یال2  هامیلتونی نیست. G) گراف 1
3 (G .گراف 4    مسطح است (G .دو بخشی نیست  

  است؟ نادرستاست. کدام گزاره  راسی به ترتیب نزولی به صورت 6ساده اي یک گراف  ـ دنباله درجه17

  ) این گراف لزوماً مسطح نیست.2  است. 11هاي گراف حداقل  ) تعداد یال1
  حتماً زوج است. ) حاصل ضرب4    است. ) لزوماً 3

    ) زیر:adjacency matrixـ گراف داراي ماتریس همسایگی (18

 

  ) یک گراف مسطح، متصل و بدون دور است.2  غیرمتصل و با دور است.) یک گراف مسطح، 1
 ) یک گراف مسطح، متصل و با دور است.4  ) یک گراف مسطح، غیرمتصل و بدون دور است.3

    با فقط یک دور همواره صحیح است؟ Gـ کدام گزاره براي گراف همبند 19

  است. حداقل Gرئوس درجه یک ) تعداد 2  حداکثر یک مسیر وجود دارد. G) بین هر دو رأس 1
  هاي آن است. اکیداً بیش از تعداد رأس Gهاي  ) تعداد یال4  یکریخت است. رأسی  ، با دورG) گراف 3

    ـ کدام گزاره صحیح است؟20

  رأسی وجود دارد که هم هامیلتونی و هم اویلري است. nگرافی  ) براي هر1
  باشد حتماً منظم است.) هر گرافی که هم اویلري و هم هامیلتونی 2
  منظم اویلري است. -3) هر گراف 3
 منظم هامیلتونی است. -3) هر گراف 4

متصـل   B , Aباشـد. دو رأس   یک گراف با مجموعه رئـوس  Gـ فرض کنید 21

    چند مثلث دارد؟ . گراف هستند اگر

1 (15  2 (30  3 (45  4 (90 

{ }, , , ,1 2 3 9K{ }x, y

x y×

, , , x, y,5 5 4 2

x y=x y×

 
 
 
 
 
  

1 1
1 1

1
1

o o
o o
o o o
o o o

(G)∆ − 2

n−n(C )

n ≥ 2

{ }{ }V(G) A | A , , , , , , A= ⊆ =1 2 3 4 5 6 2

A B = φIG
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  ؟نیستي یک هستند کدام گزینه صحیح  رأس آن درجه 5که یال داده شده است  15رأس و  10با  Gـ گراف ساده 22

  تایی دارد. ، دوازده دور پنجG) گراف 2  ) ماکزیمم درجه گراف بزرگتر یا مساوي پنج است.1
  ، شانزده دور چهارتایی دارد.G) گراف 4  ، ده دور سه تایی دارد.G) گراف 3

 ) 2، که در آن (پیمانه با ماتریس مجاورت رأس یک گراف ـ فرض کنید23

    است؟ نادرستداده شده باشد. کدام گزاره 

 هامیلتونی است. ) 4  منظم است. ) 3  مسطح است. ) 2  دو بخشی است. ) 1

هـاي   ): (حداقل تعداد رنگ براي رنگ کردن یالedge chromatic numberـ عدد کروماتیک و عدد کروماتیک یال (24
  ل که در یک راس مشترك هستند، همرنگ نباشند) گراف زیر چند است؟یک گراف به قسمتی که دو یا

  
  3) عدد کروماتیک: 1

  4عدد یال:
  4) عدد کروماتیک: 2

  3عدد یال: 
  4) عدد کروماتیک: 3

  3عدد یال: 
  3) عدد کروماتیک: 4

  3عدد یال:
    اگر از یک راس شروع کنیم، چند سیکل (دور) همیلتنی مختلف وجود دارد؟ ـ در گراف کامل25

1! (8  2(  3 (  4 ( 

    ـ گراف زیر مفروض است:26

    ) گراف همیلتنی و اولري است.1
  ) همیلتنی است و حداقل یک مسیر اولري دارد.2
  ) اولري است و حداقل یک مسیر همیلتنی دارد.3
 نیست.) اولري است ولی همیلتنی 4

    صادق است؟ دار باشد. کدامیک از عبارات زیر در مورد یک گراف غیرجهت ـ فرض کنید27

  ) نه مدار اولري دارد و نه مدار همیلتنی.2  ) هم مدار اولري دارد و هم مدار همیلتنی.1
 ) مدار اولري دارد ولی همیلتنی ندارد.4  ) مدار همیلتنی دارد ولی اولري ندارد.3

   

nGn−(n )≥ 1384n nA (aij) ×=ika i j= +

nGnGnGnG

K 9

!9
16

!9
8

!9
18

k 16k 16
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    ................ همیلتنی نیست.ـ گراف 28

  
  

 ) 4  ) 3  ) گراف دو بخش2  ) گراف کامل 1

  
  
  

نشان داده شده در شکل زیر مفروض است. کدامیک از عبارتهاي زیـر در مـورد    ـ گراف29
  گراف مزبور صادق است؟

1 (G .هم داراي مدار اولري است و هم داراي مدار همیلتنی  
2 (G .مدار اولري دارد؛ ولی شامل مدار همیلتنی نیست  
3 (G .مدار همیلتنی دارد؛ ولی شامل مدار اولري نیست  
4 (G .نه داراي مدار اولري است و نه مدار همیلتنی  

  کدام گزینه صحیح است؟  اند: مطابق شکل زیر داده شده هاي ـ گراف30

  
  اویلري است. مسطح و ) 2    ایزومورف هستند. ) 1
  دو بخشی است. همیلتنی و  ) 4  مسطح است. اویلري و  ) 3

   برابر است با ................... .   ـ تعداد دورهاي همیلتونی در گراف دو بخشی کامل31

1 (  2 (  3 (  4 ( 

K 10,K 7 8

G(V,E)

G ,G2 1

G ,G2 1G 1G 2

G 1G 2G 1G 2

n,n(n k )≥

n!
2n!(n )!−1(n )!n!−

1 12(n )!n!+1
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    ـ کدام گراف هامنی (مسطح) است؟32

1 (    2 (  

3 (  4 ( 

یال انتخاب کنیم که هـیچ دوتـایی بـه هـم متصـل       4خواهیم  را در نظر بگیرید می ـ گراف دو بخشی کامل33
    توان این کار را انجام داد؟ نباشند، به چند طریق می

1 (  2 (  3 (  4 ( 

شـود   شـروع مـی   1دار زیر مفروض است. سیکل بهینه همیلتنی در این دیاگراف که از گره شـماره   ـ دیاگراف وزن34
    باشد؟ اوزان زیر می داراي کدامیک از

  
1 (21  2 (22  3 (26  4 (12 

    ، آنگاهبوده و G) گراف adjacencyماتریس اتصال ( Mـ اگر 35

  گذرند. می kکه از رأس  jو رأس  iتعداد مسیرهاي بین رأس  ) 1

  است. jبه رأس  iاز رأس  kتعداد مسیرهاي به طول  ) 2

  است. jبه رأس  iاز رأس  k) به طول walkتعداد راههاي ( ) 3

  گذرند. می kاست که از رأس  j  , i) بین رئوس walkتعداد راههاي ( ) 4

    برابر است با ................ . ـ تعداد تطابقهاي کامل گراف کامل هشت رأسی36

1 (105  2! (8  3! (7  4 (100  

,k 7 7

 
 
 

144 8!
 
 
 

144 8!
 
 
 

2 74 4!
 
 
 

274 4

k
ikM x=   

ijx

ijx

ijx

ijx

K 8
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    هاي کامل گراف زیر چندتاست؟ ـ تعداد تطابق37

  
1 (32  2 (33  3 (34  4 (35 

    بعدي برابر است با: 3هاي کامل در مکعب  ـ تعداد تطابق38

  
1 (6  2 (9  3 (12  4 (24 

دارد. مینیمم تعداد رنگـی کـه لازم    3ي  رأس درجه 2و  4ي  رأس درجه 19رأسی داریم که  21ـ فرض کنید گرافی 39
  داشته باشند برابر است با: آمیزي کنیم به طوري که هر دو یال متصل رنگهاي متفاوت است تا یالهاي گراف را رنگ

1 (2  2 (3  3 (4  4 (5 

وصل است، اگر و  Bبه  Aاست که رأس عنصري 3هاي مجموعه  تمام زیر مجموعه Gـ مجموعه رئوس گراف 40
    کدام گزاره نادرست است؟ برابر یک باشد فقط اگر اندازه تفاضل متقارن

1 (G .2  اویلري نیست (G 3 .3  منظم است (G .4  مسطح نیست (G .همیلتونی است  

است اگـر و تنهـا    Gیال  به این صورت ساخته شده است که  روي مجموعه رئوس Gـ گراف 41
    باشد. کدام گزاره نادرست است؟ یکی از اعضاي 7به پیمانه  اگر

1 (G .2  گراف دو بخشی است (G  3  منظم است. -4گرافی (G .4  گرافی ساده است (G .گرافی همبند است  
    در این صورت تعداد رئوس برابر است با: یالی داریم  mراسی و  nمنظم  -3ـ در گرافی 42

1 (6  2 (8  3 (10  4 (12 

باشد در ایـن صـورت تعـداد     1385شان  موجود باشند که فاصله v , uراسی باشد و دو راس  1386گرافی  Gـ اگر 43
    برابر است با: Gیالهاي 

1 (1385  2 (1386  3 (1387  4 (1388 

اسـت.   Gمکمل گـراف   کدام گزاره صحیح است؟ (توجه: راسی باشد و  1385گرافی ساده  Gـ اگر 44
    باشد.) بزرگترین درجه راس گراف می 

1 (G .2  ناهمبند است (G .3  مسطح است (G .4  همیلتنی نیست (G .حداقل یک دور دارد  

{ }a, b,c

A B∆( A B )∆ = 1

{ }, , , , , ,1 2 3 4 5 6 7{ }X, Y

x y−{ }, , ,2 3 4 5

m n+ =2 6 90

(G)∆ = 1385G

∆
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دهـــیم  ر مـــییـــال باشـــد.  قـــرا eراس و  nگرافـــی بـــدن جهـــت بـــا  ــــ فـــرض کنیـــد 45
    . در این صورت، کدام رابطه درست است؟

1 (  2 (  3 (  4 ( 

هـاي رنـگ زدن رئـوس     کننده تعـداد روش  دهیم بیان نشان می که آن را با  Gاي رنگی گراف  ـ چند جمله46
اي همرنگ نباشند. کـدام یـک از چنـد     رنگ متفاوت است به طوري که هیچ دو راس همسایه با استفاده از  Gگراف 
    اي رنگی یک گراف باشد؟ تواند چند جمله هاي زیر می اي جمله

1 (    2 (  
3 (    4 ( 

آمیزي کرد به طوري کـه هـیچ دو رأس مجـاوري     رنگ، رنگ 3هاي گراف مقابل را با  توان رأس ـ به چند طریق می47
    رنگ نباشند. مه

  
1 (  2 (  3 (  4 ( 

نفر حضور دارند که در ابتدا هر مدعو با تک تک بقیه مدعوین به طور دلخواه یا دسـت   37ـ در یک سمینار علمی 48
    دهد. کدام گزاره صحیح است؟ دهد یا دست نمی می

  اند، زوج است. ) در این جلسه تعداد کسانی که به تعداد زوج دست داده1
  اند. حداقل دو نفر در این جلسه هستند که به تعداد مساوي دست داده) 2
  اند، فرد است. ) در این جلسه تعداد کسانی که به تعداد فرد دست داده3
 کدام ) هیچ4

دهنـد.   اي شکل تشکیل جلسه می کنندگان هر روز پشت یک میز دایره نفر از شرکت 37ـ در یک کارگاه آموزشی 49
 نشـیند  نمـی کدیگر را بهتر بشناسند. لذا هر نفر مجاور دو نفر تنکه در روزهاي قبل نشسته اسـت  آنها مایل هستند ی

    براي چند روز باید به این طریق عمل شود قبل از این که دو نفر براي بار دوم مجاور هم نشسته باشند؟

  روز 18) 4  روز 36) 3  روز 19) 2  روز 37) 1

G (V,E)=

{ } { }v V v Vmax deg(v) , min deg(v)∈ ∈∆ = δ =

(e / n)δ ≤ ≤ ∆(e / n)δ ≤ ≤ ∆2(e / n)δ ≤ ≤ ∆2 2(e / n)δ ≤ ≤ ∆3 2 4

P(G, )λ

λ

λ − λ + λ3 23 4λ − λ + λ − λ4 3 23 5 4

λ − λ + λ − λ4 3 25 8 4λ − λ + λ − λ +4 3 25 7 6 3

× 33 2× 63 23362
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  هاي گراف پاسخنامه تست

  صحیح است. )4ـ گزینه (1
  توان با دو رنگ کرد. را می 3و 2، 1هاي  چون گزینه

  ) صحیح است.4ـ گزینه (2
  دارد ولی (الف) و (ج) ندارند. 4اند. (ب) راس درجه  (د) مسطح نیست ولی بقیه مسطح

  ) صحیح است.4ـ گزینه (3
  توان با مثال نقض، رد کرد. ها را می شرط وجود دور است. سایر گزینه 

  ) صحیح است.4( ـ گزینه4
  خیر. داراي زوج یال است ولی داراي زوج یال باشد.  باید

  ) صحیح است.1ـ گزینه (5

باشـد پـس جمـع     مـی  3راس دیگر مجاور است. یعنـی درجـه رئـوس     راس است و هر راس با  این گراف داراي

باشد. گـراف پترسـن داراي دور بـه طـول فـرد       می پترسنیال دارد. گراف این تست همان گراف  15باشد و بنابراین  می 30درجات 
  است و دو بخشی نیست.

  ) صحیح است.4ـ گزینه (6
  پذیر نیست. نیز امکان 2تعداد رئوس درجه فرد، فرد است. گزینه  3و  1در گزینه هاي 

  ) صحیح است.3ـ گزینه (7
نیز امکان ندارد. براي تشـخیص درسـت بـودن     4و  2هاي   ) غلط است. زیرا تعداد رئوس از درجه فرد باید زوج باشد. گزینه1گزینه (

عدد غیرصفر بعدي، یک واحد کم کنیم سـپس در   x) و از هر یک از xتوان بزرگترین عدد دنباله را حذف کرده (مثلاً  یک دنباله می
تواند یک گراف سـاده باشـد.    پذیر نبود، آن دنباله نمی بست رسیدیم و این عمل امکان تکرار کنیم. اگر به بندنباله جدید این عمل را 

  مثلاً
  4گزینه 

  امکان ندارد
  ) صحیح است.3ـ گزینه (8

  یال است. 64باشد و داراي  می گراف
  ) صحیح است.1ـ گزینه (9

    انتخاب کند:راس  2راسی باید از هر بخش  4هر دور 

  ) صحیح است.2ـ گزینه (10
  3مشابه تست 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (11

n e≤

nkk 21k ,k ,k30 31 19

 
= 

 

5 102
 

= 
 

3 32

, , , , , , , , , , , , ,⇒7 5 4 4 2 2 1 1 4 3 3 1 1 o o

, , ,⇒ ⇒2 2 o o

,k 8 8

  
= × =  

  

7 7 21 21 4412 2

 حذف

 حذف حذف
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باشد که با همـه   می ها تهی راس است. یکی از این زیر مجموعه زیر مجموعه است. پس گراف داراي این مجموعه داراي

اش یـک اسـت.    مجـاور اسـت و درجـه    فقط با مجاور است پس گراف همبند است. گراف همیلتنی نیست چون راس

تـوان در گـراف    گراف منظم نیست چون درجه رئوس یکسان نیست. گراف دو بخشی نیست چون دور به طول فرد مـثلاً مثلـث مـی   
  یافت:

  
  ) صحیح است.2ـ گزینه (12

مجموعه آن این خاصـیت را  پایگاه راس، مجموعه رئوسی هستند که بتوان از آنها به تمام رئوس دسترسی داشت به طوریکه هیچ زیر
  ورودي ندارند، پایگاه راس هستند. f , aنداشته باشد. چون 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (13

  
  ) صحیح است.4ـ گزینه (14

  است. مسطح نیست چون داراي زیر گرافی همریخت با گراف 

  ی نیست.باشد گراف دو بخش یال دارد پس اگر یعنی راس دارد حداکثر ـ گراف دو بخشی که

 ایزومـورف باشـد  بـا  یال است و براي آنکه  داراي  یال است و nراس و  nداراي  ـ

  در نتیجه 
راس بعدي یـک واحـد کـم کنیـد       7را حذف کنید و  7تواند گراف ساده باشد چون اگر  نمی 7و  5و  4و  3و  2و  1و  1و  1دنباله 
  راس غیرصفر وجود ندارد. 4را حذف کنید،  4شود که در این دنباله جدید اگر  حاصل می دنباله 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (15
  راسی را تصور کنید. 50سیکل  2ممکن است گراف بیش از یک دور داشته باشد مثلاً 

  ) صحیح است.3ـ گزینه (16
  مجاورند. بنابراین این گراف دو بخشی نیست چون مثلث دارد: با خودشان نیز 9و  6و  3مجاورند و  9و  6و  3همه رئوس با 

  

n2n2( )φ

{ }, , , n1 2 Kφ

,k 3 4,k 3 3

V
V V

×2 2
V 2

4
V

E >
2

2

nCnCn(n ) n−
−

1
2nCnCn(n ) n n−

− =
1

2

n = 5

, , , , , ,4 3 2 1 o o o

http://www.SANJESH.IR


 گسستهساختمان 
WWW.SANJESH.IR     »135« 

 
  دارد. این گراف مسطح نیست چون زیر گراف همریخت 

  یال است. این گراف داراي

  
  این گراف همیلتتنی نیست.

  ) صحیح است.4ـ گزینه (17
  شود. می 4شان  هستند و یا اگر بین آنها یال رسم کنیم درجه 3یا هر دو درجه  yو  xدو راس 

  
  شود. فرد می باشد و در ضمن مسطح است و ضریب  یال می 11باشند گراف داراي  3درجه  yو  xاگر 
  باشد. زوج می باشد و مسطح نیست و ضرب  یال می 12باشند گراف داراي  4درجه  yو  xاگر 
  ) صحیح است.4ـ گزینه (18

  

  

  صحیح است. 4توجه به شکل گراف گزینه دار است. با  ماتریس متقارن نیست پس گراف جهت
  ) صحیح است.2ـ گزینه (19

نادرسـت اسـت زیـرا     3نادرست است زیرا در گرافی که دور دارد بین برخی از رئوس بیش از یک مسیر وجود دارد. گزینـه   1گزینه 

تعـداد  نادرست است مثلاً در گـراف   4است، یکریخت نیست. گزینه که به شکل  گراف با  مثلاً 
  ماکزیمم درجه گراف است. رئوس و یالها مساوي است لازم به ذکر است که 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (20
  ها مثال نقض دارند. هم هامیلتونی است و هم اویلري. سایر گزینه  صحیح است مثلاً به ازاي  1البته گزینه 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (21

  راس دیگر مجاور است. هر رأس با و برابر است با: Gتعداد رئوس گراف 

,k 3 3

× + =6 3 3 21

x y×

x y×

a b c d

a
b

A
c
d

 
 
 =
 
 
  

1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 0 1 0

C 4

(G)∆

n > 2nC

 
= 

 

6 152
 

= 
 

4 62
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  است: 15توان نشان داد تعداد مثلثها در چنین گرافی  منظم است. می -6یعنی گراف 

  ها تعداد مثلث

  حالت دارد) 15عضوي افراز کنیم که  2دسته مجزاي  3را به  Aعضو  6شود که  (مثلث وقتی ایجاد می
  ) صحیح است.4ـ گزینه (22
  ماند. یال باقی می 10رأس و  5کنیم  را حذف می یال 5و  1راس درجه  5

  یال، کامل است و: 10رأس و  5گراف با 

  در گراف mتعداد دورهاي به طول 

  در 5تعداد دورهاي به طول 

  3تعداد دورهاي به طول 

  4تعداد دورهاي به طول 

  ) صحیح است.2ـ گزینه (23
به شرطی  3ره فرد یک بخش و رئوس با شماره زوج یک بخش هستند. گزینه صحیح است زیرا در این گراف، رئوس با شما 1گزینه 

  هیچگاه درست نیست. 2زوج باشد. ولی گزینه  nنیز به شرطی درست است که  4زوج باشد. گزینه  nدرست است که 
  ) صحیح است.1ـ گزینه (24

  یال برخورد کرده است. j ،4یا  gاس خواهند زیرا به ر رنگ می 4رنگ، رنگ کرد. ولی یالها  3توان با  رئوس را می
  ) صحیح است.4ـ گزینه (25

  صحیح است. 4که گزینه  باشد یعنی می تعداد دورهاي همیلتنی

  ) صحیح است.2ـ گزینه (26
درجه همه رئوس زوج نیست. پس گراف مدار اولري ندارد و چون تنها دو گره از درجـه فـرد دارد، داراي مسـیر اولـري اسـت. پـس       

  لري نیست.گراف او
 n( پس داراي مسـیر همیلتنـی اسـت و همچنـین      داریم: yو  xبراي هر دو گره 

  ها) پس مدار همیلتنی نیز دارد. تعداد گره
  ) صحیح است.3ـ گزینه (27

!
      × ×

= × × = × × =     
     

6 4 21 1 6 5 4 3 152 2 23 6 2 2

n(m )!
m

 −
=  

 

1
2nK

( )! ! −
= = = 

 

55 1 4 1252 2K 5

( )! −
= = 

 

53 1 1032

( )! −
= = 

 

54 1 1542

(n )!−1
2

!8
2

deg (x) deg(y) n+ ≥ −1deg (x) deg(y) n+ ≥
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یک گـراف همیلتنـی    به ازاي و فرد است. پس گراف اولري نیست (مدار اولري ندارد).  15درجه همه رئوسش  چون

  است (مدار همیلتنی دارد).
  ) صحیح است.2ـ گزینه (28

  تواند همیلتونی باشد. باشد نمی گراف دو بخشی که
  ) صحیح است.2ـ گزینه (29

  شود. دو بار ملاقات می cداراي مدار اولري است. چون درجه همه رئوس زوج است ـ دور همیلتنی ندارد. چون با هر پیمایش راس 
  ) صحیح است.1گزینه (ـ 30

  اویلري و همیلتنی هستند ولی هیچ یک دو بخشی و مسطح نیستند. 
  ) صحیح است.3ـ گزینه (31

  باشد. می حالت وجود دارد ولی مشابه مسئله دستبند جواب پس  تعداد انتخاب در هر بخش

  ) صحیح است.3ـ گزینه (32
  ) صحیح است.4ـ گزینه (33

  طریق به هم متصل کنیم. رأس انتخاب کنیم و به 4 رأس از هر بخش 7باید از 
  ) صحیح است.1ـ گزینه (34

  هاي گراف، فقط یک بار عبور کند و حداقل وزن را داشته باشد. سیکل بهینه همیلتنی، سیکل یا مداري است که از همه گره
  

  = وزن 21
  ) صحیح است.3ـ گزینه (35

  به متن درس مراجعه کنید.
  صحیح است.) 1ـ گزینه (36

  
  ) صحیح است.3ـ گزینه (37
  ) صحیح است.2ـ گزینه (38
  ) صحیح است.4ـ گزینه (39
  ) صحیح است.3ـ گزینه (40

  دانیم مکعب مسطح است. می شکل این گراف مکعب است 
  ) صحیح است.1ـ گزینه (41

k 16nkn ≥ 3

m n≠

G ,G2 1

n!n!n!
n!n!

n
1
2

!4

→ → → →9 8 3 11 3 4 2 1

( )( )( )( )− − − − =8 1 8 3 8 5 8 7 105
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  راف دو بخشی نیست چون مثلث داردباشد بنابراین این گ 5یا  4یا  3یا  2برابر  در صورتی مجاورند که yو  xدو راس 

  
  گراف ساده است چون بین دو راس حداکثر یک یال هست و طوقه نیز ندارد.

    گراف همبند است چون بین همه رئوس مسیر هست:
  راس دیگر مجاور است: 4است چون هر راس با  4درجه همه رئوس این گراف 

  

  ) صحیح است.3ـ گزینه (42

  

  است.) صحیح 1ـ گزینه (43
باشد چرا که در این صـورت   1385تواند بیش از  یال وجود دارد تعداد یالها نمی v ،1385به  uفاصله یعنی کوتاهترین فاصله پس از 

  شود. می 1385فاصله کمتر از 
  ) صحیح است.4ـ گزینه (44
  است پس حداقل یک دور دارد. 2یعنی کمترین درجه گراف  است پس  1382برابر  چون
  ) صحیح است.2نه (ـ گزی45

  دانیم است و می باشد و میانگین درجات می e 2جمع درجات 

  مینیمم میانگین ماکسیمم

  ) صحیح است.3ـ گزینه (46
  شود. حاصل صفر نمی به ازاي 2ضریب بزرگترین درجه، یک نیست. در گزینه  1در گزینه 
  شود. حاصل صفر نمی به ازاي 4در گزینه 

  است.) صحیح 2ـ گزینه (47
  آمیزي شکل داده شده معادل شکل زیر است: براي رنگ

x y−
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  رنگ دارد. 3آمیزي با  حالت رنگ راسی است و  7این شکل درخت 

  ) صحیح است.2ـ گزینه (48
 36اند و هیچ دو نفري به تعداد مساوي دست نداده باشـد، فـرد اول حـداکثر     اگر این فرض در نظر گرفته شود که همگی دست داده

مرتبه دسـت داده   36تا  1مرتبه و ... فرد سی و ششم یک مرتبه دست داده است. بنابراین فرد سی و هفتم بین  34د دوم دست، فر
  است (لانه کبوتر).

  نادرست است چون در هر گراف، تعداد رئوس درجه فرد، زوج است. 3گزینه 
  نیز هیچ دلیلی ندارد. 1گزینه 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (49
  که هیچ یال مشترکی ندارند، جواب این سوال است: همیلتنی برايتعداد دورهاي 

  

× 63 2

k 37

− 
= 

 

37 1 182
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  ها فصل ششم: درخت
همبنـد بـوده و    را درخت گوییم اگـر   Gبی سو و بی حلقه باشد،   گراف ها هستند. اگر ها حالت خاصی از گراف درخت

نمـایش   Tیک درخت باشد بـا   Gگوییم. اگر  میهاي آن یک درخت باشد آن را جنگل  داراي هیچ دوري نباشد اما هر کدام از مؤلفه
  شود. داده می

  ي آن مساوي یک است. وجود دارد که درجه Vباشد آنگاه حداقل یک راس در  دو رأس از یک درخت با  b , aاگر  قضیه:

  یک درخت باشد در این صورت داریم اگر قضیه:

  باشد آنگاه دست کم دو رأس از درجه یک دارد. یک درخت با  اگر  مثال:

  اثبات: فرض

  

  داریم 1تنها یک راس از درجه 

  تناقض

  شود. را با هم جمع کنیم در گراف حاصل یک دور ایجاد می Tاگر دو راس غیرمجاور درخت  قضیه:

  یک درخت است اگر و تنها اگر داراي دوري نباشد و  گراف  قضیه:

 Gآنگـاه   داراي دور  Gخواهیم نشان دهیم اگـر گـراف    شود. حال می ه که توسط استقرار ثابت مییعنی از قضی اثبات:

  همبند است.
هاي یک درخت است زیرا همبند اسـت و دور نـدارد و    هر کدام از مولفه هاي همبند باشند و  مولفه اگر 

  ي همبند داریم. است پس فقط یک مؤلفه از آنجا که 

  

  ارزند: هم ي  عبارات زیر در مورد گراف بی سو و بی حلقه قضیه:

  یک درخت است. Gالف) 

  همبند است و  Gب) 

  .شامل هیچ دوري نیست و  Gج) 

  کند. همبند است ولی حذف هر یال آن را به دو درخت تقسیم می Gد) 
  دقیقاً یک دور خواهد داشت.کنیم  شامل هیچ دوري نیست ولی اگر دو راس غیرمجاور آن را به هم وصل می Gه) 

   

G(V,E)G 1
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T(V, E)E V= −1

T(V, E)V > 2
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  دار: درخت ریشه

  ها درخت باشد. یک درخت سودار است هرگاه بدون در نظر گرفتن جهت یال گراف سودار 

و بـراي هـر راس   موجود باشد به طوري که  rدار گوییم هرگاه راس منحصر به فرد  را ریشه درخت سودار 

.  

شـود و بـاقی رئـوس     است برگ یا راس خارجی (گره خارجی) نامیده مـی  که  Vدار راسی مانند  در یک درخت ریشه
  شوند. راس داخلی (گره داخلی) یا شاخه نامیده می

  واقع شده است. xگوییم آن راس در تراز  باشد می xاگر طول مسیر از ریشه به راسی 
  شوند. فرزند نامیده می Sپدر و  nاست  Sبه  nکه جهت از  براي یال 
  .aي  را نواده bگوییم و  bرا نیاي  aمسیري موجود باشد  bبه  aهرگاه از 

  شوند. رئوسی که پدر مشترك داشته باشند برادر یا خواهر نامیده می
هـاي آن   ي نواده و همهمساوي زیر گراف القا شده به وسیله یک راس از درخت باشد آنگاه زیر درخت به ریشه اگر راس 

  در صورت وجود است.
  دار مرتب شده: درخت ریشه

  زنیم. ـ ریشه را با صفر برچسب می1
  زنیم. و ... برچسب می 3و 2و  1ـ رئوس تراز یک را از چپ به راست با 2
  شود. و ... زده می بر چسب بخورد به فرزندانش برچسب  aراس داخلی با تراز بزرگتر مساوي یک باشد و با  Vـ اگر 3

  است. nبرچسب خورده باشد در تراز  ست و هر راس که به صورتم نشانی عمومی معروف ااین روش به سیست
  اگر: باشد گوییم  دو راس با نشانی v,uاگر 
  ب)   الف)

  ي خروجی آن صفر، یک، یا دو باشد. درجه Vدار دو رویی گوییم هر گاه به ازاي هر راس  دار را یک درخت ریشه یک درخت ریشه

اسـت بـراي نمـایش عملیـات دودویـی اسـتفاده        یـا  ازاي هر هاي دو دویی که به در کامپیوتر درخت
  با فرض شوند. می

شود و مزیت آن این اسـت کـه علیـرغم بـه کـار نـرفتن         ي آن نماد لهستانی گفته می کننده پیشوندي به افتخار ابداع نماد
آیـد و نمـاد میانونـد     نیم این نمـاد بـه دسـت مـی    گونه ابهامی ندارد. اگر درخت را از بالا به پایین و از چپ به راست بخوا پرانتز هیچ

  خواهد بود. abبه صورت  
سـازي پـیش ترتیـب     سازي درخت داریم از جمله: مرتب ها اهمیت زیادي دارد. چند روش سیستماتیک براي مرتب ترتیب در درخت

)preorderسازي پس ترتیب ( ) و مرتبpostorderاگر شوند:  ) که به صورت بازگشتی زیر تعریف میT  درختی با ریشهr  باشد و فقط

زیـر   بـا فـرض   دهـد و اگـر   هاي پیش ترتیب و سپس ترتیب را تشکیل می همین ریشه را داشته باشد خود ریشه

  از چپ به راست داریم: Tهاي  درخت
  کند. را به همین ترتیب ملاقات می الیرا به صورت پیش ترتیب آنگاه سپس رئوس rالف) پیمایش پیش ترتیب، نخست ریشه 

G (V, E)

T (V,E)deg (V)− = o

deg (V)− =1

deg (V)+ = o

(n,s)

V1V1V1

a. , a.2 1

na ,a , ,a1 2 K

n mc a , , a , b a , ,a= =1 1K Kb c<

m n<m na ,a

deg (V) r+ = odeg (v)+ = 2

V > 1kT , ,T1K
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a b (inf in)°

V > 1kT , ,T1K
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  کند. را به ترتیب به صورت پس ترتیب و سپس ریشه را ملاقات می ب) پیمایش پس ترتیب، نخست رئوس 
  شود: دار دودویی باشد پیمایش میان ترتیب هم به صورت بازگشتی تعریف می اگر درخت ریشه

هـاي چـپ و راسـت باشـند،      زیـر درخـت   اگـر   ریشه به تنهایی یک پیمایش میان ترتیب خواهد بود و اگر

  شود. به صورت میان ترتیب پیمایش می به صورت میان ترتیب سپس ریشه و سپس نخست

  فرزند باشد باید بین فرزند چپ و راست تمایز قائل شد. ـ اگر 2تواند تهی باشد.  ـ زیر درخت چپ یا راست می1 نکته:

  هاي پوشا درخت
  گوییم هرگاه: می Gرا یک درخت پوشا براي  از گراف Hزیر گراف 

  یک درخت باشد. Hالف) 
  شود. را شامل می Vي رئوس  ب) همه

  شود. نکته: درخت پوشایی که سودار باشد درخت پوشاي سودار نامیده می
است. این عـدد   حذف کرد برابر  Gهایی که باید براي بدست آوردن درخت پوشا از  همبند باشد تعداد یال Gاگر گراف 

  شوند) شوند از هر دور گراف انتخاب می هایی که حذف می گوییم. (یال می Gي مداري  را رتبه
همبند است اگر و تنها اگر شامل درخت پوشا باشد. (این الگـوریتم کـارا نیسـت چـون زمـان پیـدا        سوي  قضیه: گراف بی

  کردن دورها بسیار زیاد است).
و جسـتجو   هاي جستجو نخسـت در سـطح    کردن یک درخت پوشا با یک گراف همبند الگوریتم دو الگوریتم کارا براي پیدا

ابتـدا   DfSشـوند و در   رئوس واقع در یک تراز پیش از رفتن به تـراز بعـدي ملاقـات مـی     BfSباشند. در  ) میDfSنخست در عمق (
  شوند. رئوس با ترازهاي بیشتر پردازش می

  :DFSالگوریتم 

  اند. بندي شده اولویت که رئوس آن به ترتیب  و و همبند گراف بی س ورودي:

  دار و سودار درخت پوشاي ریشه خروجی:

  ملاقات شد Tریشه درخت  ـ 1

iـ 2 n≤ قبلاً ملاقات نشده است. اگر ایـن انـدیس وجـود نداشـت بـه       و رأس کوچکترین اندیسی است که 2≥

  برو. در غیر این صورت: 3مرحله 

  ملاقات شد. الف)

  ب)
  2ج) برو به مرحله 

  یابد. است و الگوریتم خاتمه می Gدار و سودار براي  درخت پوشاي ریشه ـ اگر 3
  2و برو به مرحله  باشد  Vدر درخت  a، اگر ـ اگر 4

KT , ,T1K

V = 1RT ,T , V >2 1

LTRT

w ,deg (v)+ =1

G(V, E)

E V− +1

G(V, E)

(Bf S)

G (V,E)nV , V ,V2 1K

T (V , E )= 1 1

{ }V , V V , V V←1 1 1 1E = φ1

{ }iV, V E∈iV

{ }i iV v V , E V, V=1 1 1U U
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 BfSالگوریتم 

  اند. بندي شده اولویت که رئوس آن به ترتیب  گراف بی سوي همبند  ورودي:

  دار و سودار درخت پوشاي ریشه خروجی:

  ملاقات شد. را درج و  Vـ 1
را از  Vیابـد، در غیـر اینصـورت راس     است و الگوریتم خاتمه می Gدار و سودار براي  درخت پوشاي ریشه Tـ اگر صف خالی است 2

  در این صورت: ملاقات نشده است و  را بررسی کن. اگر  راس  Vسر صف بردار، براي راس 

  الف)

  شود. ج میدر Qملاقات شده و در آخر صف  ب) راس 
  2ج) برو به مرحله 

  هاي پوشاي مینیمم: درخت

هـا دو   در آن مینیمم اسـت. بـراي یـافتن ایـن درخـت      دار درخت پوشاي مینیمم درخت پوشایی است که هاي وزن در گراف

  الگوریتم کراسکال و پریم موجود است.

  الگوریتم کراسکال:
  منسوب شده است. یک عدد حقیقی  که در آن براي هر  دار  گراف همبند بی سود و وزن ورودي:

  ي مینیمم با هزینه Tدرخت پوشاي  خروجی:

  مینیمم با  Gیالی (غیر از حلقه) از فرض  i=1ـ 1
  کنیم که: اي انتخاب می را به گونه ها اند از میان بقیه یال قبلاً انتخاب شده هاي  اگر یال ـ براي 2

  مینیمم باشد.الف)
  ب) زیر گراف تشکیل شده تشکیل هیچ دوري ندهد.

پس الگـوریتم  یال بوده و درخت پوشاي مینیمم است  راس و  nزیر گراف حاصل همبند، داراي  ، اگر ـ 3
  یابد. خاتمه می

  .2برو به  اگر 
یـک درخـت    Tدرخت تولید شده با الگوریتم کراسکال باشـد   Tیک گراف همبند بی سو است اگر  فرض کنید قضیه:

  پوشاي مینیمم است.

  الگوریتم پریم:
  منسوب شده است. یک عدد حقیقی که در آن براي هر  دار  گراف همبند بی سو و وزن ورودي:

  با هزینه مینیمم. Tدرخت پوشاي  :خروجی

  که ـ1

G (V, E)nV , ,V1K

T (V .E )= 1 1

V , E ,V V= φ =1 11 1

ii n ,V≤ ≤2iV{ }iV , V E∈

{ } { }i iV V V , E E V, V= =1 1 1 1U U

iV

m

i
i

C
=
∑

1

G(V, E)C E∈C(e) > o

iC E∈C(e)

i n≤ ≤ −1 2ie , n,e 1ie +1

iC +1

i i← +1i n= −1n −1

i n< −1

G (V, E,C)

G (V, E)e E∈(e)C > o

{ }ip V ,i← ← 1{ }T , W V V , V V= φ ← − ∈1 1
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یال داراي کمترین هزینه را کـه راسـی مثـل     T، به ، فرض ـ براي 2

  باشد. را به راسی مثلا 

  ها درخت
  شود، اگر همبند بوده و داراي هیچ دوري نباشد. نامیده می» درخت«یک گراف جهت دارو بدون حلقه، یک 

  وجود دارد. b , aباشند، در این صورت یک مسیر منحصر به فرد بین  دو گره از درخت b , aاگر  قضیه:

ي آن برابـر   وجود دارد که درجه Vي بزرگتر از یک باشد، آنگاه حداقل یک گره در  یک درخت با تعداد گره اگر  قضیه:

  یک است.
  باشند.) اي درخت میه تعداد گره ها و  تعداد لبه (یک درخت باشد، آنگاه اگر  قضیه:

  ي یک دارد. حداقل دو گره از درجه Tباشد، آنگاه  2ي بزرگتر یا مساوي  یک درخت با تعداد گره اگر  قضیه:

  به یکدیگر متصل شوند در گراف حاصل یک دور ایجاد خواهد شد. Tاگر دو گره غیرمجاور در درخت  نکته:

  یک در خت است، اگر داراي هیچ دوري نباشد و  گراف  قضیه:

  زیر درخت
  شود. نامیده می» زیر درخت«یک زیر گراف از یک درخت که خود یک درخت باشد، 

 )Directed treeدار ( درخت جهت

  ها یک درخت باشد. شود هرگاه بدون در نظر گرفتن جهت لبه نامیده می» دار جهت«یک درخت  
ي ورودي آن صـفر   باشـد کـه درجـه    مـی » ریشه«ي منحصر بفردي به نام  داري است که داراي گره تدرخت جه دار: درخت ریشه

  باشد. ي ورودي یک می ي دیگر در این درخت درجه است و براي هر گره
ي  گـره «یـا  » بـرگ «ي خروجی صـفر اسـت،    دار، گرهی که داراي درجه ي خارجی): در یک درخت ریشه ي انتهایی ـ گره  برگ (گره

  شود. نامیده می» هاییانت
یـا  » ي داخلـی  گـره «هـاي انتهـایی    ها بجز گره ي گره دار، همه ): در یک درخت ریشهBranch Nodeي داخلی ـ   اي (گره ي شاخه گره
 شوند. نامیده می» اي ي شاخه گره«

  شود. نامیده می» سطح گره«ي یک درخت تا هر گره  طول مسیر از ریشه سطح گره:

  شود. نامیده می» vي  نسل گره«پذیر باشد،  دسترس vاي مانند  دار هر گره که از گره ت جهتدر یک درخ نسل گره:

  شود. نامیده می» vي  فرزند گره«قابل دسترسی باشد،  vي  دار گرهی که با یک لبه از گره فرزند گره: در یک درخت جهت
» درخـت مرتـب شـده   «طح آن ترتیبـی منظـور شـود،    هاي واقع در یک س ): درختی که براي گرهOrdered treeدرخت مرتب شده (

  شود. نامیده می
نامیـده  » m-aryدرخـت  «باشـد،   mي خروجـی کـوچکتر یـا برابـر      داري که در آن هر گره داراي درجه : درخت جهتm-aryدرخت 
  شود. می

درخـت  «باشـد،   2ابـر  ي خروجـی کـوچکتر یـا بر    داري که در آن هر گره داراي درجه ): درخت جهتBinary Treeدرخت دودویی (

i n≤ ≤ −1 1{ } { }i iN V P ,T e e , p V , , V−= − = =1 1 1K K

x p∈iy (V )−= 1

T (V,E)=

T (V,E)=

T (V,E)=E V= −1EV

T(V, E)

G (V, E)=E V= −1
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  شود. نامیده می» دودویی

  باشند. 2ي خروجی  ها داراي درجه ي گره ): یک درخت دودویی که در آن بجز برگها، همهFull Binary Treeدرخت دودویی پر (
  باشند. می» ابتدایی«یا » اصلی«دار همه مسیرها از نوع  در یک درخت جهت نکته:

  شود. دار محسوب می ي منفرد یک درخت جهت یک گره نکته:

  ها پیمایش درخت

گفتـه  » پیمـایش درخـت  «اي که موقعیت هر گره نسبت به بقیه مشخص شـود،   هاي یک درخت، به گونه سازي گره مرتب پیمایش:

  شود. می
  تواند صورت پذیرد: ها به سه روش می پیمایش درخت

  )Postorderج) پس ترتیب (    )Inorderرتیب (ب) میان ت  )  Preorderالف) پیش ترتیب (
بـه   تا و به دنبال آن به ترتیب زیر درختهاي rي  الف) پیش ترتیب: در این روش پیمایش با توجه به شکل زیر ابتدا ریشه

یمایش بـا  گردند. اگر عمل پ شوند و هر کدام از زیر درختها نیز بصورت پیش ترتیب پیمایش می ترتیب از چپ به راست پیمایش می
  بصورت بازگشتی به شکل روبرو است: Tنمایش داده شود، پیمایش درخت  Pعلامت 

  
  

 تـا  ،سپس ریشه و بعد از آن به ترتیب زیـر درختهـاي   ب) میان ترتیب: در این روش با توجه به شکل ابتدا زیر درخت
  شوند: دسترسی می

  
  شود: شوند و بعد از آنها ریشه دسترسی می پیمایش میتا ،ج) پس ترتیب: در این روش تمام زیر درختهاي 

  
  بعنوان مثال در درخت شکل زیر پیمایش در سه روش بصورت زیر است:

  :پیش ترتیب
  :میان ترتیب
  :پس ترتیب

T ,T2 1kT

KP(T) r,P(T ),P(T ), ,P(T )= 1 2 K

T1T1T3kT

KP(T) P(T ), r,P(T ), ,P(T )= 1 2 K

T1T3T2

KP(T) P(T ), r,P(T ), ,P(T ), r= 1 2 K

a,b,e,kl,m,n,c,f ,g,d,h,i, j,o,p,q

k,e,l,m,n,b,a,f ,c,g,h,d,i,o, j,p,q

k,l,m,n,e,b,f ,g,c,h,i,o,p,q, j,d,a
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  درخت پوشاي مینیمال

  هاي پوشا درخت

هـاي   ي گـره  یک درخت بـوده و شـامل همـه    Hشود اگر  نامیده می Gبراي » درخت پوشا«، یک از گراف Hزیر گراف 
  نیز باشد. Vي  مجموعه

  شود. نامیده می» دار درخت پوشاي جهت«دار نیز باشد،  درخت پوشایی که جهت دار: درخت پوشاي جهت

  دهد. شکل زیر یک گراف و درخت پوشاي آن را نشان می

  
  ي آن الف) گراف و ب) درخت پوشاننده

  بند است اگر و تنها اگر شامل یک درخت پوشا باشد.هم دار  گراف غیر جهت قضیه:

  براي یافتن درخت پوشا DFSالگوریتم 

  شود: ) بصورت زیر پیاده میDFS )Depth First Searchالگوریتم 
بندي شده باشند، براي یافتن در خت پوشاي  اولویت ها بصورت گره دار همبند اگر براي گراف غیرجهت

هـا بجـز    ي گره (همه nv تا v2 هاي اگر بین گرهivي شود. براي هر گره شروع میي کار از گره دار دار ریشه جهت
قـبلا انتخـاب   ي مربوط به آن کوچکترین اندیسی باشد که گره jوجود داشته باشد به طوري که  اي مانند ي شروع) گره گره

فرزند  اي که (گره ي ملاقات نشد در این حالت پدر گردد و اگر گره اضافه می نیز به به ي  نشده است، لبه

  آن است)
باشد، کار خاتمه یافته و درخـت  اي یافت نشد و  ي ملاقات نشده گردد و اگر گره شده و عملیات فوق تکرار می جایگزین

  درخت پوشا است. 

G (V,E)=

G (V,E)=

G (V,E)=nv , , v , v2 1K

T (V ,E )′ ′=v1

jvj(v )

i j(v ,v )jv ,E′V′jviv

iviv v= 1

T (V ,E )′ ′=
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  براي یافتن درخت پوشا BFSالگوریتم 

دار از گـراف   دار و ریشـه  بعنوان یک درخت پوشاي جهت ) براي بدست آوردنBFS )Breadth First Searchالگوریتم 
  باشد. میها بصورت رود. اولویت گره اند بکار می بندي شده هاي آن اولویت که گره دار و همبند غیر جهت
شـود،   کـه از صـف برداشـته مـی     ي گردد. بـراي هـر گـره    اضافه مید و نیز به مجموعهگیر قرار می Qدر صف  ي  ابتدا گره
به آنگاه گردند تا اگر البته به ترتیب اولویت بررسی می از بین  هاي انتخاب نشده ي گره کلیه

شـده و   شود و سپس عنصـر بعـدي از ابتـداي صـف برداشـته      به آخر صف اضافه می ي شود و گره اضافه می نیز به  

  بدست آمده درخت پوشاي موردنظر است. Tگردد. هنگام خالی شدن صف درخت  عملیات فوق تکرار می
هـا بـه ترتیـب حـروف      دهد کـه اولویـت گـره    هاي پوشاي بدست آمده از گراف شکل الف را نشان می هایی از درخت شکل زیر نمونه

  الفباست.

  
  DFSو (ب)  BFSهاي پوشاي بدست آمده از الگوریتم (الف)  درخت

  درخت پوشاي مینیمال

درخـت پوشـاي   «هـا کمتـرین مقـدار باشـد،      دار، درخت پوشایی که براي آن مجموع وزن لبه دار همبند وزن در یک گراف غیرجهت
  شود. گفته می» مینیمال

  الگوریتم کراسکال براي یافتن درخت پوشاي مینیمال

  شود: بصورت زیر عمل می Gدار  دار و وزن مینیمال از گراف همبند غیرجهت Tدر این الگوریتم براي بدست آوردن درخت پوشاي 
شود (در صورتی که چند لبه با وزن یکسان کمترین وزن را داشـته   ي با کمترین وزن در صورتی که حلقه نباشد انتخاب می ابتدا لبه

اند و کمترین وزن را دارند و انتخاب آنها در زیر گراف  هایی که انتخاب نشده شود)، سپس مکرراً لبه باشند یکی به دلخواه انتخاب می
هاي زیـر گـراف بدسـت آمـده یـک واحـد کمتـر از تعـداد          شوند تا جایی که تعداد لبه تشکیل شده دوري ایجاد ننماید، انتخاب می

  باشد. ال میلبه است و درخت پوشاي مینیم گره و  nهاي گراف گردد، در این حالت زیر گراف حاصل همبند، داراي  گره
  شوند.  هاي زیر به ترتیب انتخاب می بعنوان مثال در گراف شکل زیر لبه

  
  دهند. که درخت پوشاي نشان داده شده را بعنوان مینیمال تشکیل می

T (V ,E )′ ′=

G (V,E)=nv , , v , v2 1K

v1V′iv

jvnv , v 2i j(v , v ) E∈i jv , v< >

jv , E′V′jv

n −1

(e,g), (e,d), (d, f ), (e,c), (e, b), (b,a)
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  اي از درخت پوشاي مینیمال  نمونه

  الگوریتم پریم براي یافتن درخت پوشاي مینیمال

را  ، درخت پوشـاي مینیمـال  دار دار و وزن گراف همبند غیرجهتاین الگوریتم نیز مانند کراسکال در یک 
هاي انتخاب نشده از گراف)  ي گره (مجموعه Nهاي درخت پوشا)،  ي گره (مجموعه Pي  نماید. در این الگوریتم سه مجموعه تولید می

حـاوي همـه    Nاز گـراف و   تک عضوي و حاوي یـک گـره   در ابتدا Tگردند که  هاي درخت پوشا) منظور می (مجموعه لبه Tو 
وصـل   Nاي از  را بـه گـره   Pاي از  هاي با کمترین هزینه کـه گـره   لبه Pي عناصر  باشند. براي همه می Pهاي گراف بجز تک عضو  گره
 شـود.  حذف مـی  Nگردد و از  افزوده می Pي اضافه شده نیز به  گردند و در این حالت گره اضافه می Tشوند و به  نماید انتخاب می می

هـاي درخـت پوشـاي     هاي گراف شود و در نهایت لبـه  ي گره حاوي همه Pگردد و  برابر Nشود که  این عملیات تا جایی تکرار می
  وجود دارند. Tمینیمال در 

  نمایش عبارت جبري

ي عملگـر   گـره  ي فرزنـد  توان از درختهاي دودویی استفاده کرد و دو عملونـد را بعنـوان دو گـره    براي نمایش عملیاتهاي دودویی می
گـردد کـه    هاي مختلف ارائـه مـی   دوتایی فرض نمود. در چنین حالتی با پیمایش درخت به روشهاي گوناگون، عبارت جبري بصورت

عبارت جبري است در نماد لهستانی، عبارت جبري نیـازي  » نماد لهستانی«معمولترین آن پیمایش پیش ترتیب براي بدست آوردن 
نمایـد. شـکل زیـر درخـت      شود و عملگر بر روي دو عملوند سـمت راسـتش عمـل مـی     به چپ محاسبه می به پرانتز ندارد، از راست

دهد با پیمایش پیش ترتیب ایـن درخـت نمـاد لهسـتانی      را نشان می دودویی معادل عبارت جبري

    آید: عبارت بصورت زیر بدست می
  که براحتی قابل محاسبه است.

   

G (V,E)=T (V , E )′ ′=

P,∅

∅

a ( ( b ) / ( c))× − × + +  6 5 4 7

a / b c× − + × +6 5 4 7
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 Positionي یک عبارت جبري هنگام استفاده از عملگرهایی که خاصیت جابجـایی ندارنـد بایـد درخـت      دهنده درخت نمایش نکته:

  باشد.

  
  ي عبارت جبري دهنده درخت نمایش
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  هاي درخت تست
را نسـبت   kتـا   1رنگ، رنگ کرد، اگر بتوان به هر راس یکی از رنگهـاي   Kتوان با  را می ـ گراف بدون جهت1

    است؟ غلط، به طوري که هیچ دو راس مجاور همرنگ نباشند، کدام گزینه داد

و  Aافراز شده و هر یال گراف لزوماً یک سـر در   B , Aبه دو مجموعه  Vتوضیح: گراف دو بخشی گرافی است که در آن 
  داشته باشد. Bیک سر در 

  توان با دو رنگ، رنگ کرد. ) هر درخت را می1
  توان رنگ کرد. رنگ می ) هر گراف کامل را با2

  رنگ، رنگ کرد. 2توان با  ) هیچ گراف داراي دور (سیکل) را نمی3
  رنگ، رنگ کرد. 2توان با  ) هر گراف دو بخشی را می4

از ده مولفه همبند که هر کدام یک درخت اسـت، تشـکیل شـده     دار و بدون حلقه ـ گراف ساده، غیرجهت2
  برابر صد باشد، در این صورت تعداد رئوس گراف برابر است با Gهاي رئوس گراف  است. اگر مجموع درجه

1 (10  2 (60  3 (50  4 (40 

آمیزي نمود؛ به طوري که هیچ  راسی را رنگ 20توان رئوس یک درخت  ـ با سه رنگ آبی، زرد، سبز به چند طریق می3
    دو راس مجاور همرنگ نباشند؟

1 (  2 (  3 (  4 ( 

راس از  nاست و یا یک. اگـر درخـت مزبـور داراي     4که درجه هر راس آن یا دقیقاً برابر اي است  به گونه Tـ درخت 4
    باشد. در این صورت تعداد رئوس از درجه یک آن برابر است با: 4درجه 

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    با طول حداقل یک چیست؟ Tراس است. تعداد مسیرهاي موجود در  10داراي  Tـ درخت 5

1 (55    2 (100  
 45) 4    به نوع درخت بستگی دارد. )3

    برابر است با:  رأسی 10هاي فراگیر گراف کامل  ـ تعداد زیر درخت6

1! (10  2 (  3! (9  4 ( 

    توان حذف کرد به طوریکه حاصل همچنان همبند باقی بماند؟ حداکثر چند ضلع میـ از گراف کامل7

 ضلع 10) 4  ضلع 9) 3  ضلع 8) 2  ضلع 7) 1

   

G(V,E)

V

G(V,E)

× 203 2× 193 2× 192 3× 202 3

n +2 2n −2 2n +1n −1

(k )10

710810

K 6
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 را پیدا کنید؟ براي مثـال بـراي   باشد (فرمول مقدار  گره چه تعدادي می nدار با  ـ تعداد درختهاي برچسب8

است که برخی از آنها در شکل مقابل نشان داده شده است. در ضمن مسیر تهـی نیـز وجـود دارد    125تعداد درختها 

    

1 (    

2 (  

3 (  

4 ( 

    باشد، کدام گزینه صحیح است؟ مؤلفه kدار با  یک گراف جهت ـ فرض کنید9

 ) هیچکدام4  ) 3  ) 2  ) 1

کـدام یـک از    کنـیم  قرار دارد، تعریـف مـی   dکه درعمق  x، براي هر برگ Tـ در یک درخت دودویی 10
    دهد؟ هاي آن نشان می را براي همه برگ Tهاي هر درخت هاي زیر مجموع  گزینه

1 (  2 (  3 (  4 ( 

    است. حداکثر ارتفاع این درخت چقدر است؟ 150ـ تعداد برگهاي یک درخت دودویی 11

1 (8  2 (16  3 (50  4 (75 

بـه شـکل زیـر     inorderو  preorderوجود دارد. اگر پویش درخت به شکل  Tگره به نام  9ـ یک درخت دودویی با 12
    خواهد بود؟ Postorderباشد: کدام گزینه پویش به شکل 

Preorder: G B Q A C P D E R 
Inorder: Q B C A F P E D R 

1 (Q C A B E R D P G  2 (C E R Q A D B P G  
3 (G B P Q A D C E R  4 (R D E P G A C B Q 

) عبـارت کـدام   RPN(معکوس لهسـتانی   Postfixگذاري  داده شده است. نشانه ـ عبارت13

    است؟

 کدام ) هیچ4  ) 3  ) 2  ) 1

آن درخـت   inorderتوانـد پیمـایش    یک درخت دودویی باشد، کدام گزینه نمـی  preorderپیمایش  acdfbegـ اگر 14
  باشد؟

1 (cdbfage  2 (cabfged  3 (fdecbag  4 (fdbcage 

nTn = 5

(T )°= 1o

n
nT n −= 2

n

nT
n

−
 

= − 
 

211

n
n n

T n
   

= + + +   
   

1 2 4

n
n n n

T ,n k
k

     
= + + + ≥     

     
22 4 2K

G (V, E)=E m , V n= =

M n k= −M n k≤ −M n k≥ −

dW(x) −= 2

W(x)

w(x) ≤∑ 1w(x) =∑ 1w(x) <∑ 1w(x) >∑ 1

(a / (b c d))*(e a)*c− + −

ab / c de* ac*− + −/ abc*de*ae− + −abc d /ea *c*− + −

x برگ  x برگ  x برگ  x برگ  
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) ایـن عبـارت   Polish notationـ درخت یک عبارت جبري در شکل مقابل نشان داده شده است. نمایش لهستانی (15
    :کدام یک

  
1 (ab*cd+/  2 (ba*/cd+  3 (/*+ab cd  4 (/*ab+cd 

پیمایش کنید. رشته حاصل از این پیـایش چـه خواهـد بـود؟ (قواعـد       inorderـ درخت غیرباینري زیر را به روش 16
    استاندارد تبدیل به درخت باینري لازمست رعایت شوند.)

  
1 (fgyhicbdx  2 (fgyhiacbxd  3 (fghiycdxba  4 (facbdxyghi 

شـود اگـر همـه     نامیـده مـی  » پر«باشد. این درخت  h) با ارتفاع m-aryتایی ( mیک درخت کامل  Tـ فرض کنیم 17
برگ باشد، چند راس داخلـی   279936باشد و  7تایی پر با ارتفاع  mیک درخت  Tباشند. اگر  hهاي آن در سطح  برگ

    وجود دارد؟ Tدر 

1 (53456  2 (55987  3 (40236  4 (44324 

    هاي فراگیر شکل مقابل کدام است؟  تعداد درختـ 18

  
1 (12  2 (16  3 (54  4 (81 

    هاي پوشاي گراف مقابل چند تاست؟ ـ تعداد درخت19

  
1 (16  2 (24  3 (36  4 (48 
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اند. اگـر وزن   گذاري شده هاي آن از یک تا ده شماره گیریم که گراف کامل است و رأس رأس در نظر می 10ـ گرافی با 20

    هاي درخت فراگیر مینیمال این گراف کدام است؟ هاي یال از تابع زیر به دست آید، مجموع وزن هر یال

  

1 (76  2 (75  3 (66  4 (65 

باشـد، کـدام عبـارت درسـت      Gیک درخت فراگیر مینیمم براي  Mجهت و  یک گراف بیـ فرض کنید21
  است؟

  کوتاهترین مسیر است. بین هر جفت راس  M) مسیر 1
  کوتاهترین مسیر نیست.بین هر جفت راس  M) مسیر 2
  باشند. کوتاهترین مسیر می M) تمام مسیرهاي موجود در 3
  مسیر وجود ندارد. M) بین تمام رئوس در 4

  ؟نباشد 2ـ وزن مینیمم درخت فراگیر را در گراف زیر بیابید به طوري که درجه هر رأس از درخت بیشتر از 22

  
1 (16  2 (17  3 (19  4 (21 

 Gو  Fو  Eو  Cو  Bو  Aهاي گاز خطوط ارتباطی گازرسانی بین شهرهاي  ـ وزرات نفت در نظر دارد با استفاده از لوله23

برقرار نماید. با توجه به جدول زیر که فواصل بین شهرها به کیلومتر داده شده است، مینیمم مقدار لوله گاز موردنیـاز  
    رابر است با:(به کیلومتر) براي ارتباط بین کلیه شهرها ب

  

  کیلومتر 1587) 4  کیلومتر 1687) 3  کیلومتر 1580) 2  کیلومتر 1681) 1

ji ij
i j, i j

W W
i j , i j

+ + ≥= = 
+ + <

2 2
5

5

G (V, E)=

V , V2 1

V , V2 1

B C D E F G
A
B
C
D
E
F

670 758 427 581 211 369
361 252 132 492 680

232 493 690 759
357 394 431

391 650
521
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  ـ گراف زیر را با وزنهاي یالی داده شده در نظر بگیرید. کمترین وزن یک زیر درخت فراگیر برابر است با:24

 
1 (17  2 (19  3 (18  4 (20 

را در  LANرا در نظر بگیرید. فرض کنید با استفاده از این گراف بخواهید یک شبکه کـامپیوتري   Gدار  ـ گراف وزن25
هایی هسـتند   دهنده زوج ساختمان ها نمایش دهنده ساختمانها در دانشگاه و لبه ها نشان دانشگاه ایجاد نموده که گره

ساختمان به وسیله وزن هر لبه داده شـده اسـت.   باشند. هزینه اتصال هر دو  که  مستقیماً بوسیله کابل در ارتباط می
    کمترین هزینه براي ایجاد شبکه کامپیوتري را محاسبه نمایید.

  
1 (30  2 (35  3 (25  4 (33 

  دار زیر مفروض است. کمترین وزن یک درخت پوشا براي این گراف برابر است با: ـ گراف وزن26

  
1 (6/28  2 (9/26  3 (2/30  4 (9/29 

    هاي فراگیر گراف رو به رو برابر است با:  ـ تعداد زیر درخت27

  
1 (21  2 (23  3 (25  4 (35 

باشد. طول بزرگترین مسیر اصلی در این درخت چقدر  می ) یک درختprefixcodeـ کد پیشوندي (28
  است؟

1 (3  2 (4  3 (5  4 (6  

{ }, ,1 1 111o o
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  هاي درخت پاسخنامه تست

  ) صحیح است.3ـ گزینه (1

  صحیح نیست. 3رنگ، رنگ کرد پس گزینه  2توان با  را می گراف 
  ) صحیح است.2ـ گزینه (2

  

  تعداد یالهاست. eتعداد رئوس و  vکه  توان نوشت درخت دارد می mبه طور کلی در یک جنگل که 
  ) صحیح است.2ـ گزینه (3

 توان حالت داشت. می توان رنگ کرد. پس رنگ می 2رنگ و سایر رئوس را با  3یک راس دلخواه را با 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (4
  تعداد رئوس از درجه یک باشد: mو  4تعداد رئوس از درجه  nاگر 

  

  از طرفی در یک درخت تعداد رئوس یکی بیشتر از تعداد یالهاست. پس:

  

  ) صحیح است.4ـ گزینه (5

  باشد می راسی تعداد همه مسیرها برابر nدر درخت 

  راسی داریم: nنکته: در درخت 

  2تعداد مسیرهاي به طول حداقل 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (6

  باشد. می برابر هاي پوشاي تعداد درخت
  ) صحیح است.4ـ گزینه (7

 یال اسـت. پـس    داراي  یال داشته باشد و چون 5راس در صورتی درخت است که  6گراف همبند با 

 یال حذف است.

  ) صحیح است.1ـ گزینه (8
  ) صحیح است.3گزینه (ـ 9
 آنگاه، هر مؤلفه درخت است و بنابراین اگر

E E E

( V ) ( V ) ( V )

( V V V ) v

+ + + =

− + − + + − =

⇒ + + + − = ⇒ =

1 2 10

1 2 10

1 2 10

2 2 2 100
2 1 2 1 2 1 100

2 20 100 60

K

K

K

v e m= +

× 193 2

) deg(v) E n m E= ⇒ + =∑1 2 4 2

) E V m n ( )( ) n m m n n m= − = + − ⇒ + = + − ⇒ + =2 1 1 2 1 4 2 2 2 2 2

n 
 
 2

 
= ⇐ 

 

10 452

nn
(k )

 
= − − 

 
12

nKnn −2

k 6
( )−

=
6 6 1 152

− =15 5 10

m n k= −m n k≥ −
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  ) صحیح است.1ـ گزینه (10
 ایم) در حالت درخت دودویی پر این مجموع یک است در بقیه حالات کمتر از یک. (سطح ریشه را صفر گرفته

  ) صحیح است.1ـ گزینه (11
است. در غیر این صورت با توجه به تعریـف، درخـت    صحیح 1اگر کلمه حداکثر با حداقل جایگزین شود، گزینه  

 تواند داشته باشد. دودویی هر ارتفاعی می

  ) صحیح است.1ـ گزینه (12
راست ریشـه هسـتند. حـال در     PEDRسمت چپ ریشه و  in ،QBCAریشه است و با توجه به پیمایش  Pre ،Gبا توجه به پیمایش 

راست آن است. به همین ترتیب در هر زیـر درخـت    CAچپ و  Qریشه است پس Pre ،Bبا توجه به  QBCAزیر درخت چپ یعنی 
  شوند: چپ و راست ریشه مشخص می inیابیم و با توجه به  ریشه را می Preبا توجه به 

  
  ) صحیح است.3ـ گزینه (13

  باشد (با توجه به اولویت عملگرها را بعد از عملوندشان بنویسید) می *abc-d+/ea-*cجواب 
  ) صحیح است.3ینه (ـ گز14

Pre:acdfbeg 
In: cdbfage   1گزینه  

  
in: cabfged 2:گزینه  

  

h log L≥ =  2 8
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 :in: fdecbag 3گزینه  

  
 :in: fdbcage 4گزینه  

  
 ) صحیح است.4ـ گزینه (15

 Prefixفرم لهستانی یعنی 

  ) صحیح است.3ـ گزینه (16
پیمـایش کـرد. زیـرا     Postorderتـوان درخـت عمـومی را     کنیم و یـا مـی   درخت را با الگوریتم فرزند چپ ـ برادر راست، دودویی می 

  درخت دودویی معادل آن یکسان است: inorderدرخت غیردودویی با  Postorderپیمایش 
Post:fghiycdxba 

 ) صحیح است.2ـ گزینه (17

  کنیم: ریشه را صفر فرض می

  تعداد برگ 

 گره داخلی 

  ) صحیح است.4ـ گزینه (18
 جواب است. درخت پوشا دارد پس شود هر یک   مشاهده می گراف 4

  ) صحیح است.4ـ گزینه (19
  تشکیل شده است. شکل از دو گراف

 

  ) صحیح است.3ـ گزینه (20
 مینیمم وزن

L m m= = ⇒ =7 279936 6

L
m

−
= = =

−
1 279935 559871 5

k 3
− =3 23 3× × × =3 3 3 3 81

k ,k4 3

−

−

= =
⇒ × =

= =

3 2

4 2
3 3 3 16 48
4 16

W W W W W W W W W= + + + + + + + + = + + + + + + + + =12 23 14 15 16 17 18 19 110 5 5 5 6 7 8 9 10 11 66

هاي پوشاي تعداد درخت
هاي پوشاي تعداد درخت
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 ) صحیح است.2گزینه (ـ 21

  ) صحیح است.3ـ گزینه (22

 
  ) صحیح است.4ـ گزینه (23

 درخت پوشاي مینیمم را رسم کنید:

  ) صحیح است.3ـ گزینه (24
 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (25
  درخت پوشاي مینیمم حاصل عبارت است از:

  = هزینه30

  
  ) صحیح است.1ـ گزینه (26

  
 هزینه مینیمم

 صحیح است. )1ـ گزینه (27

 ) صحیح است.3ـ گزینه (28

  درخت موردنظر عبارت است از:

  
  است. 5برابر  c , a ترین مسیر بین  طولانی

   

+ + + + +132 211 232 252 369 391

min(w) = + + + + + =5 3 3 4 2 1 18

→

GH BE FJ FH AF IJ JK ML DM LK CD AB→ → → → → → → → → → →

/ / / / / / / / / / / / /= + + + + + + + + + + + =1 1 1 3 1 4 1 5 1 7 2 3 2 5 2 5 2 5 3 8 3 8 4 2 28 6⇒
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  ITهاي  تست
  کدام با دیگري یکریخت نباشند چند تا است؟ که هیچ هاي فراگیر (پوشا) براي گراف کامل ـ تعداد درخت1

1 (6  2 (46656  3 (1296  4 (36 

  عبارات زیر درست است؟ـ چند مورد از 2

A اگر گراف .G  همیلتونی باشد و دارايn آنگاه درجه هر راس  راس باشدG است. حداقل  

B اگر گراف .G  هیملتونی و دارايn هـاي غیرمجـاور    آنگاه بـه ازاي هـر جفـت از راس    راس باشدu, v  داریـم

  

C هاي آن زوج است همواره اویلري است. ي تمام راس . گرافی که درجه  

D  اگر .G است. 5یک راس آن کمتر از   یک گراف ساده مسطح همبند باشند پس درجه  

1 (1  2 (4  3 (3  4 (2 

  م است؟کدا دو عدد غیرصفر و ثابت باشند. رابطه بازگشتی براي qو  pبرابر دترمینان ماتریس مقابل باشد و  ـ اگر3

  

1 (  2 (    

3 (  4( 

بـرگ از ایـن    225بندي شده اسـت   شماره 1اي داریم که تعداد صفحات آن با شروع از عدد  صفحه 1000ـ یک کتاب 4
هـاي   هاي این ورق شوند.) شماره صفحه ها به صورت تصادفی انتخاب می کنیم (توجه کنید که این برگ کتاب را پاره می

  چقدر است؟ 4بر  sي عدد  گذاریم. باقیمانده می Sکنیم و نامش را  میبریده شده را با هم جمع 

1 (1  2 (  3 (3  4 (2 

  باشد، کدام مورد درست است؟ و ـ اگر5

1 (  2 (  

3 (  4 (  

  باشد؟ باشد، کدام رابطه صحیح می تابع مولد براي دنباله ـ فرض کنید 6

1 (  2 (  3 (  4 ( 

k 6

(n )≥ 3n
2

(n )≥ 3

deg(u) deg(v) n+ ≥

nana

n

p p q
q p p q

q p
a q

p p q
q p

−
−

=

−

o K K o
o K o

o K K o
o o K K o
M M M M K M
M M M M
o o o M

n n na qa (p q)pa− −= − −1 2n n na pa (p q)qa− −= − −1 2

n n na (p q)a p.qa− −= − −1 2n n na (p q)qa p a− −= − − + 2
1 2

o

k , , , N=1 2 Kk(N k ) N− + ≥1
NN log N O(log N!) , (N!) N= ≥N(N ) log N O(log N!) , (N!) N −− = ≥ 11
Nlog N O(log N), N N= <2NN log N O(log N!) , (N!) N= ≥2

G (z)n na a n
a

−= ≥
 =

12 1
4o

zG (z)( z)
z

−
− =

−
4 51 2 1

zG (z)( z)
z

−
− =

−
4 31 1 2

zG (z)( z )
z

−
− =

−
4 32 1 1

zG (z)( z)
z

−
− =

−
4 51 3 1
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چنـد   Bبه  Aهاي پوشا از  عضوي باشند. تعداد تماي تابع 5یک مجموعه  Bعضوي و  8یک مجموعه  Aـ فرض کنید 7
  تا است؟

1 (2560  2 (390625  3 (126000  4 (65610 

هـاي  دانیم رأس باشد. همچنین می می acbdhigef(از چپ به راست) به صورت  Tدرخت دودویی  preorderـ پیمایش 8
  کدام است؟ Tدرخت  postorderبرگ هستند. پیمایش  Tدرخت  

1 (  2 (  
3 (  4 ( 

a,d, b, f , i

b c d a i h e g fb d c i e f g h a

b d c e f g i h ab c i h e f g d a
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  ITهاي  پاسخنامه تست

  ) صحیح است.1ـ گزینه (1
  تاست. 6راسی خواسته شده است که  6هاي آزاد  در واقع تعداد درخت

  
  ) صحیح است.1ـ گزینه (2

A سیکل  غلط است مثلاً گراف)n نیست. راسی) همیلتنی است ولی درجه رئوس آن  

B بیشتر یا مساوي نیست. دقت کنیـد   6شود که از  می 4راس آن  2همیلتنی است ولی جمع درجات هر  غلط است مثلاً گراف
  درست است. Bکه عکس 

C .غلط است چون ممکن است گراف ناهمبند باشد  
  ) صحیح است.4ـ گزینه (3

  دهیم. روي سطر اول بسط می

  

  دهیم و داریم: میحال دترمینان دوم را روي ستون دوم بسط 
  ) صحیح است.1ـ گزینه (4
  اند پس: پاره شده 225تا  1توان فرض کرد صفحات  می

  

   

C 6=
6 32

C 6

n

n n n n

p p q q p q
q p p

a p (p q)q q
p p q p p q
q p q p

− × − − × −

− −

= − −
− −

1 1 1 1

o K o o K o
K o o K o

o K o o K o
M
o o K o o K

s ×
= + + = = ×

× ≡ × =
4

225 2261 225 225 1132
225 113 1 1 1

K
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  ) صحیح است.1ـ گزینه (5

  

  ) صحیح است.1ـ گزینه (6

  

  

  ) صحیح است.3ـ گزینه (7

  

  ) صحیح است.4ـ گزینه (8

  
  

  

N

N

k N N
k (N ) N
k (N ) N
k N N( ) N

N N(N )(N ) N

(N!) N

= ⇒ ≥
= ⇒ − ≥
= ⇒ − ≥
= ⇒ ≥

× × × × × − − × ≥

⇒ ≥2

1
2 2 1
3 3 2

1
1 2 3 1 2 1K K

n n n n n n
n n n n

n n n
a Z a Z Z a Z a Z Z

∞ ∞ ∞

− −
= = =

= − ⇒ = −∑ ∑ ∑1 1
1 1 1

2 2

z z zG (z) a Z.G(z) ( z).G(z)
z z z

−
⇒ − = − ⇒ − = − =

− − −
4 52 1 2 41 1 1o

     
− × + × − × + × =     

     
8 8 8 8 85 5 55 5 4 3 2 1 1260002 3 4

post b d c i e f g h a=
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  هاي مهندسی کامپیوتر تست
اي  جعبه نامتمایز باشد به طوري کـه هـیچ جعبـه    nشی متمایز در  rهاي توزیع  دهنده تعداد راه نمایش ـ اگر1

  خالی نباشد، کدام رابطه صحیح است؟

1 (  
2 (  
3 (  
4 ( 

  ساعت، چه روز و چه ساعتی خواهد بود؟ بعدازظهر روز چهارشنبه باشد، بعد از گذشت 4ـ اگر ساعت 2

  بعدازظهر 5) یکشنبه ساعت 4  بعدازظهر 3) شنبه ساعت 3  بعدازظهر 5) شنبه ساعت 2  زظهربعدا 3) یکشنبه ساعت 1

کنـد توسـط مـاتریس مولـد     بیتـی کـد مـی    5هـاي   هـاي بـاینري دو بیتـی را بـه رشـته      که رشته ـ تابع کدگذاري3

  م است؟) براي رمزگشایی تابع کدگذاري فوق کداHتوصیف شده است. ماتریس بررسی زوجیت (یا توازن) ( 

1 (  2(  3 (  4 ( 

 7یـا   5یـا   3که بر  Aباشد، تعداد اعضاي  600حاوي تمام اعداد طبیعی بین یک تا  ـ فرض کنید4

  پذیر نیستند چند تاست؟ بخش

1 (275   2 (270  3 (280  4 (405 

رنـگ   را با استفاده از حـداکثر  Gتوان رئوس  باشد به چند روش مختلف می 4در واقع دوري به طور  Gـ اگر گراف 5
  رنگ نباشد؟ اي که هیچ دو رأس مجاوري هم آمیزي کرد به گونه متفاوت، رنگ

1 (2 (  3 (  4 ( 

   

s (r,n)

s(r, n) s(r , n) ns(r , n )= − + − −1 1 1

s(r, n) s(r , n ) ns(r , n)= − − + −1 1 1

s(r, n) s(r , n ) rs(r , n)= − − + −1 1 1

s(r, n) s(r , n) rs(r , n )= − + − −1 1 1
7447

E : Z Z→2 5
2 2

G
 

=  
 

1 1 1
1 1 1
o o

o o

H
 
 =  
  

1 1
1 1 1
1 1

o o o
o o

o o o
H

 
=  

 

1 1 1
1 1 1

o o
o o

H
 
 =  
  

1 1
1 1 1

1 1

o o o
o o

o o o
G

 
=  

 

1 1 1
1 1 1
o o

o o

{ }A , , , ,= 1 2 3 600K

λ

λ − λ + λ −3 24 6 1λ + λ − λ +3 24 6 1λ + λ − λ + λ4 3 24 6 3λ − λ + λ − λ4 3 24 6 3
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  هاي مهندسی کامپیوتر پاسخنامه تست
  ) صحیح است.2ـ گزینه (1

است (استرلینگ نـوع   جعبه یکسان توزیع کنیم و تعداد حالات nرا در  شی متمایز rخواهیم  فرض کنید می
 جعبه دیگر توزیـع شـوند.    شی دیگر باید در در یک جعبه تنهاست که دوم)، دو حالت وجود دارد: یا

توانـد   می حالت هستند و جعبه داراي  nشی دیگر در  با دیگران در یک جعبه است که در این حالت یا شی
  جعبه قرار گیرد پس nدر هر یک از 

  یح است.) صح4ـ گزینه (2

    بعدازظهر 5ساعت 
  گذاریم. بعدازظهر گذشته است). بررسی روز را به خواننده وا می 4(یک ساعت از ساعت 

  ) صحیح است.3ـ گزینه (3
  رجوع کنید. 16براي مطالعه به کتاب گریمالدي فصل 

  ) صحیح است.1ـ گزینه (4
  

  مضارب

  مضارب

  مضارب

  مضارب

  مضارب

  مضارب

  مضارب

  

  ) صحیح است.4ـ گزینه (5
حاصل صـفر   به ازاي 3و در گزینه  به ازاي 2و  1اي کروماتیک نیستند زیرا در گزینه  چند جمله 3و  2و  1هاي  گزینه
  شود. نمی

ra , ,a ,a2 1Ks (r,n)

rar −1n −1(s(r , n ))− −1 1

rar −1s (r , n)−1ra

s(r, n) s(r , n ) ns (r , n)= − − + −1 1 1

( )≡ − = ⇒
2474 7447 1 1

{ }A , , , ,= 1 2 3 600K

k k B⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =3 3 600 1 200 200B = 3

k k C⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =5 5 600 1 120 120C = 5

k k D⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =7 7 600 1 85 85D = 7

k k B C⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =15 15 600 1 40 40IB C =15I

k k B C⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =21 21 600 1 28 28IB D = 21I

k k C D⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =35 35 600 1 17 17IC D = 35I

k k B C D⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤ ⇒ =105 105 600 1 5 5I IB C D =105I I

B C D s B C D B C B D C D B C D= − − − + + + − = − − − + + + − =600 200 120 85 40 28 17 5 275I I I I I I I

λ = oλ =1
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  هاي علوم کامپیوتر تست
  یالی باشد و دنباله درجات آن به صورت نزولی مرتب شده باشند: 7رأس و  5گرافی  Gـ فرض کنید 1

  
  ؟باشد نمیکدام گزینه صحیح 

1 (G .2  اویلري است (G .3  همبند است (G .4  مسطح است (G .همیلتونی است  
  ـ کدام گزاره صحیح است؟2

  رأسی وجود ندارد که مکمل آن با خودش یکریخت باشد. 4) گراف 1
  رأسی وجود ندارد که مکمل آن با خودش یکریخت باشد. 5) گراف 2
  است. 1387رأسی وجود دارد که شامل دو رأس با فاصله  1388) دقیقاً دو گراف 3
  است. 1387رأسی وجود دارد که شامل دو رأس با فاصله  1388) دقیقاً یک گراف 4

با کدامیک از  سه گزاره باشند در این صورت گزاره R , Q , Pـ اگر 3
  هاي زیر معادل است؟ گزاره

1 (T (درست)  2 (F (نادرست)  3 (Q  4 (R  
  است؟ نادرستاره ـ کدام گز4

  تواند یال برشی داشته باشد. ) گراف اویلري می1
  تواند یال برشی داشته باشد. ) گرافی که مسیر اویلري دارد می2
  توان به اجتماع دورها افراز کرد. هاي یک گراف اویلري را می ) یال3
  است.) اگر بتوان گرافی همبند را به اجتماع دورها افراز کرد آنگاه گراف اویلري 4

  آمیزي سره کرد؟ رنگ، رنگ kتوان گراف را با  گراف زیر باشد. به چند طریق می Gـ فرض کنید 5

1 (  

2 (  

3 (  

4 (  

  کدام است؟ در عبارت ـ ضریب 6

1 (1680  2 (2100  3 (4200  4 (8400  
   

( , , , , x)4 4 2 2

( Q (~ P R)) ((Q R) (P R)) Q R∧ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ⇒ ∨:

k(k ) ( k )− −31 2 5

k (k ) (k )− −2 21 2

k(k ) (k )− −2 21 2

k(k )(k )− − 31 2

b 3a b (a b a)− + +2 2 1 710 2

http://www.SANJESH.IR


  گسستهساختمان 
  

WWW.SANJESH.IR    
 

«166» 

  ـ تعداد زیر درختهاي فراگیر گراف مقابل کدام است؟7

  
1 (36  2 (64  3 (81  4 (144  

  ها با بقیه متفاوت است؟ عدد رنگی رأس کدام دسته از گرافـ 8

  هاي با حداقل دو راس ) درخت2    ) دورهاي زوج1
  هاي دو بخشی با حداقل دو راسی ) گراف4  باشند. ) گرافهایی که شامل مثلث نمی3

هـاي زیـر صـحیح     دنباله درجات یک درخت باشد، کدام یک از گزاره ـ فرض کنید 9
  است؟

1 (c , b , a .است. 4) فاصله بین هر دو رأس در درخت حداکثر 2    هر سه متمایزند  
  ) درختی با دنباله درجات داده شده وجود ندارد.4    ) 3

  باشد برابر است با: 1ساخت بطوریکه حاوي تعداد فردي  4و  3و  2و  1توان با ارقام  رقمی که می 4هاي  ـ تعداد دنباله10

1 (100  2 (110  3 (120  4 (256  
رأسـی   100ایم، چنـد درخـت    گذاري کرده برچسب 100، ...، 2، 1اند که آنها را با اعداد  نقطه در صفحه داده شده 100ـ 11

  داشته باشند؟ 1گذاري شده وجود دارد به طوري که رئوس آن این نقاط باشند و دقیقاً دو رأس درجه  برچسب

1! (99  2! (100  3 (  4 (  
توان انتخاب کرد به طوري که اشتراك هر دو زیر مجموعـه   می زوج عضوي از ـ حداکثر چند زیر مجموعه12

  تعداد زوجی عضو داشته باشد؟

1 (  2 (  3 (  4 (  
فرد باشد، در این صورت کدام یـک از   Gهاي مشترك هر دو رأس  یک گراف باشد و تعداد همسایه Gـ فرض کنید 13

  هاي زیر درست است؟ گزاره

  است. 3مضرب  G) تعداد رئوس 2  زوج است. G) درجه هر رأس 1
  تعداد فردي یال دارد. G) گراف 4    زوج است. G) تعداد رئوس 3

   

(a, b,b,b,c,c,c,c,c,c),a b c≥ ≥

a b c≥ +

9610097100

{ }, ,1 20K

528292102
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کننــد، کــه در شــرایط زیــر صــدق مــی هــاي غیرمتقــارن روي ـــ تعــداد رابطــه14

  برابر است با: 

1 (  2(  3 (  4 (  
و در هر سـتون حـداقل یـک     Iدقیقاً یک داریه را بیابید که در هر سطر  هاي  با درایه هاي ـ تعداد ماتریس15

  دارد؟ Iداریه 

1 (  2 (  3 (  4 (  

{ }, , , n1 2 2K{ }x, y , , , n∀ ∈ 1 2 K

(x, y) R (x n, y n) R∈ ⇔ + + ∈

n n+23
22

n n
n

+

−

2323 22 2
n n

n
− +

−

23 223 22 2
n n

n ( )
+

−

2324 22 3 2

×8 5,1 o

8558i

i
( ) ( i)

i=

 
− − 

 
∑

8
581 8

o

i

i
( ) ( i)

i=

 
− − 

 
∑

5
851 5

o
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  هاي علوم کامپیوتر پاسخنامه تست
  ) صحیح است.4ـ گزینه (1

  

  
  این گراف، همیلتونی نیست.

  ) صحیح است.4ـ گزینه (2

  ایزومورف است. با مکملش  نادرست است زیرا  1گزینه 
  راسی ساخت که با مکملش ایزومورف باشد. 5یال است می توان گراف  10داراي  نادرست است زیرا  2گزینه 

  دارند. 1387توان یک زنجیر ساخت که دو راس انتهایی آن فاصله  راس، می 1388با 

  
  ) صحیح است.1ـ گزینه (3

  

  ) صحیح است.1ـ گزینه (4
  گراف اویلري یال برشی ندارد.

  ) صحیح است.3ـ گزینه (5

 
              

  ) صحیح است.3ـ گزینه (6

  بیابیم: را در عبارت در واقع باید ضریب

ie deg(v ) x x= ⇒ = ⇒ + + + + = ⇒ =7 14 4 4 2 2 14 2

k 5

(Q.(P.R)) ((Q.R) (P.R)) Q R
(PQ P Q)R Q R
R Q R T

+ + ⇒ +

≡ + + ⇒ +
≡ ⇒ + ≡

k (k ) (k )⇒ − −2 21 2

a B−2(a b a)− + +1 710 2
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  جواب

  ) صحیح است.4ـ گزینه (7
  جواب

  ) صحیح است.3ـ گزینه (8
هایی که شـامل   است، ولی گراف 2رأسی، برابر  2هاي دو بخشی حداقل  رأس و گراف 2عدد رنگی دورهاي زوج، درختهاي با حداقل 

  است. 3داراي مثلث نیست و عدد رنگی آن  مثلاً گرافمثلث نیستند چنین نیست 
  ) صحیح است.2ـ گزینه (9

  
  باشد: 3یا  2یا  1توان  که می آنگاه  باشد. اگر 2یا  1باید  cباشد و  3باید مضرب  aبا توجه به تساوي فوق 

  

  

  

  

  

  

  ، غیرممکن است.باشد که چون 1تواند  می bکه  آنگاه اگر
  ) صحیح است.3ه (ـ گزین10

  هستند. lهایی که شامل یک  تعداد دنباله
  = جواب120

  هستند. lهایی که شامل سه  تعداد دنباله
  ) صحیح است.2ـ گزینه (11

گذاري کرد. البته نصف حالات جواب است مـثلاً برچسـب    حالت برچسب 100توان به ! رأسی است که می 100چنین درختی زنجیر 
  است. 2ها نیست. نظر طراح گزینه  با برچسب بر عکس آن، یکسان است که در گزینه 100و ... و  2و  1

  ) صحیح است.4ـ گزینه (12
  ) صحیح است.1ـ گزینه (13
  فرد است این خاصیت را دارد. nکه  گراف

  ) صحیح است.2ـ گزینه (14
  ) صحیح است.4ـ گزینه (15

  

!
! ! !

= × × =1 27 10 2 42004 1 2
(a ) ( b) ( a)− ⇒1 4 1 210 2

= × × × =3 4 4 3 144

C 5

a b c e ( )+ + = = =3 6 2 2 9 18

c =1a b+ =3 12

c , b , a= = =1 1 9

c , b , a= = = ⇒1 2 6

c , b , a= = = ⇒1 3 3

c = 2a b+ =3 6a b c≥ ≥

= × × × =3 3 3 4 108

⇒

= × =4 3 12

nk
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